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摘　要　通过利用矩阵广义逆和多元正态分布的相关性质，给出并证明了ｐ维正态向量Ｘ 的二次型Ｘ′ＢＸ 的分布

的一般结果，即Ｘ～Ｎｐ（μ，Σ）（Σ为奇异矩阵）时，Ｘ′ＢＸ 的分布．最后将线性模型中感兴趣的一个结果推广到了奇

异正态分布的情况．
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１　引言

　　多元正态分布的性质是统计学中的重要教授

内容，多元正态随机向量的二次型分布是其中的一

个重要性质，在后续的多元正态分布均值检验中有

重要的应用．

在多数教材（文献［１，２］）中该性质表述为：Ｘ～

Ｎｐ（μ，Σ），Σ为ｐ×ｐ阶的非奇异矩阵，则有

（Ｘ－μ）′Σ－１（Ｘ－μ）～χ
２（ｐ）．

即相当于若Ｙ～Ｎｐ（０，Σ），则Ｙ′Σ－１Ｙ～χ
２（ｐ）．

　　该结果要求协方差矩阵Σ 是非奇异的，文献

［３，４，５］均定义了奇异的多维正态分布，文献［３］还

给出了奇异 Ｗｉｓｈａｒｔ分布的定义，文献［４］将上述二

次型结果推广到了非中心的情况，即μ≠０．但对当

协方差矩阵Σ是奇异的情况，并未多做研究（仅给

出了 μ＝０时的结果）．我们希望借助一个基本定

理，将其它现有结论作为该定理的推论，系统地梳

理现有结论之间的关系，统一证明方法．并在此基

础上，给出最一般情况即Ｙ～Ｎｐ（μ，Σ），ｒａｎｋ（Σ）＝

ｒ≤ｐ时二次型Ｙ′Σ－Ｙ的分布．

２　主要结果

　　我们采用文献［４］中的结果作为出发点，定理

如下，

定理１［４］　若Ｘ～Ｎｐ（μ，Ｉｐ），Ｂ为ｐ×ｐ阶对称

矩阵，则Ｘ′ＢＸ 服从非中心的χ
２ 分布的充分必要条

件为Ｂ为幂等矩阵（Ｂ２＝Ｂ），其中χ
２ 分布的自由度

为ｋ＝ｒａｎｋ（Ｂ）＝ｔｒ　Ｂ，非中心参数δ＝μ′Ｂμ．

该定理的证明从略（参阅文献［４］）．下面做推
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广，首先将Ｉｐ 推广到一般的非奇异的协方差矩阵

Σ．利用定理１的结果，可有如下推论，

推论１　若Ｘ～Ｎｐ（μ，Σ），Ｂ为ｐ×ｐ阶对称矩

阵，则Ｘ′ＢＸ 服从非中心的χ
２ 分布的充分必要条件

为ＢΣ为幂等矩阵，其中χ
２ 分布的自由度为ｋ＝

ｒａｎｋ（Ｂ），非中心参数δ＝μ′Ｂμ．

证明　易知Σ－
１
２Ｘ～Ｎｐ（Σ－

１
２μ，Ｉ），又因为

Ｘ′ＢＸ＝（Σ－
１
２Ｘ）′Σ

１
２ＢΣ

１
２Σ－

１
２Ｘ，由定理１得，Ｘ′ＢＸ

服从非中心的χ
２ 分布的充分必要条件为Σ

１
２ＢΣ

１
２是

幂等矩阵．即

Σ
１
２ＢΣ

１
２Σ

１
２ＢΣ

１
２ ＝Σ

１
２ＢΣ

１
２ ＢΣＢΣ＝ＢΣ，自由

度ｋ＝ｒａｎｋ（Σ
１
２ＢΣ

１
２）＝ｒａｎｋ（Ｂ），结论得证．

继续做推广，将非奇异的协方差矩阵Σ推广到

奇异的情况，这里先考虑μ＝０的结果．利用定理１

的结果，可有如下推论，

推论２　若Ｘ～Ｎｐ（０，Σ），Ｂ为ｐ×ｐ阶对称矩

阵，ｒａｎｋ（Σ）＝ｒ≤ｐ，则Ｘ′ＢＸ 服从中心的χ
２ 分布的

充分必要条件为ΣＢΣＢΣ＝ΣＢΣ，其中χ
２ 分布的自

由度为ｋ＝ｒａｎｋ（ＢΣ）．

证明　Ｘ＝ＡＹ，其中Ｙ～Ｎｒ（０，Ｉ），Ａｐ×ｒ为列满

秩矩阵，且Σ＝ＡＡ′，则Ｘ′ＢＸ＝Ｙ′Ａ′ＢＡＹ．

由定理１得，Ｘ′ＢＸ 服从中心的χ
２ 分布的充分

必要条件为Ａ′ＢＡ 是幂等矩阵．即

Ａ′ＢＡＡ′ＢＡ＝Ａ′ＢＡΣＢΣＢΣ＝ΣＢΣ，

利用矩阵秩的性质，可得ｒａｎｋ（Ａ′ＢＡ）＝ｒａｎｋ（ＢΣ）．

特别的，当Ｂ＝Σ－ 时，Σ－ 为Σ 的广义逆，即

ΣΣ－Σ＝Σ．由上述推论可得，

（Ｘ－μ）′Σ－（Ｘ－μ）～χ
２（ｋ），

其中ｋ＝ｒａｎｋ（Σ）．

再做推广，考虑最一般的情况，即Ｘ～Ｎｐ（μ，

Σ），ｒａｎｋ（Σ）＝ｒ≤ｐ，利用上述结果，可得如下最一

般的结果．

推论３　若Ｘ～Ｎｐ（μ，Σ），Ｂ为ｐ×ｐ阶对称矩

阵，ｒａｎｋ（Σ）＝ｒ≤ｐ，Σ＝ＡＡ′，Ａｐ×ｒ为列满秩矩阵，且

μ∈Ｒ（Ａ）．则Ｘ′ＢＸ 服从非中心的χ
２ 分布的充分必

要条件为ΣＢΣＢΣ＝ΣＢΣ．其中χ
２ 分布的自由度为

ｋ＝ｒａｎｋ（ＢΣ），非中心参数δ＝μ′Ｂμ．

证明　因为μ∈Ｒ（Ａ），即存在ｌ∈Ｒｒ，有μ＝Ａｌ，

则Ｘ＝Ａ（Ｙ＋ｌ），其中Ｙ～Ｎｒ（０，Ｉ），Ｙ＋ｌ～Ｎｒ（ｌ，Ｉ）．

则由定理１，

Ｘ′ＢＸ＝（Ｙ＋ｌ）′Ａ′ＢＡ（Ｙ＋ｌ）

服从非中心的χ
２ 分布的充分必要条件为Ａ′ＢＡ 为

幂等矩阵，即

Ａ′ＢＡＡ′ＢＡ＝Ａ′ＢＡΣＢΣＢΣ＝ΣＢΣ，

自由度ｋ＝ｒａｎｋ（Ａ′ＢＡ）＝ｒａｎｋ（ＢΣ），非中心参数

δ＝ｌ′Ａ′ＢＡｌ＝μ′Ｂμ．故结论得证．

３　其它结果

　　引理４［４］　Σ为ｐ×ｐ阶非负定的矩阵，并作如

下的剖分

Σ＝
Σ１１ Σ１２

Σ２１ Σ

烄

烆

烌

烎２２
，

其中Σ１１为ｋ×ｋ阶，Σ２２为（ｍ－ｋ）×（ｍ－ｋ）阶，则有

Ｋ（Σ２２）Ｋ（Σ１２），Ｒ（Σ２１）Ｒ（Σ２２）．

其中Ｋ（Σ２２），Ｋ（Σ１２）分别为矩阵Σ２２，Σ１２的核空间，

Ｒ（Σ２１），Ｒ（Σ２２）分别为矩阵Σ２１，Σ２２的值域．

我们用同样的证明方法不难得到如下的结果，

Ｋ（Σ１１）Ｋ（Σ２１），Ｒ（Σ１２）Ｒ（Σ１１）． （１）

定理５　若Ｘ～Ｎｐ（μ，Σ），ｒａｎｋ（Σ）＝ｒ≤ｐ，Ｘ，

μ，Σ做如下剖分，

Ｘ＝
Ｘ１

Ｘ

烄

烆

烌

烎２
，μ＝

μ１

μ

烄

烆

烌

烎２
，Σ＝

Σ１１ Σ１２

Σ２１ Σ

烄

烆

烌

烎２２
．

其中Ｘ１，μ１ 为ｋ×１阶，Σ１１为ｋ×ｋ阶，则

Ｑ＝ Ｘ－（ ）μ′Σ－ Ｘ－（ ）μ

　　－ Ｘ１－μ（ ）１′Σ－
１１ Ｘ１－μ（ ）１ ～χ

２（ｓ）．

这里Σ－，Σ－１１为Σ，Σ１１的广义逆，

ｓ＝ｒａｎｋ（Σ）－ｒａｎｋ（Σ１１）．

证明　易见
Ｘ１－μ１

Ｘ２－μ

烄

烆

烌

烎２
～Ｎ（０，

Σ１１ Σ１２

Σ２１ Σ

烄

烆

烌

烎２２
），再

令Ｈ＝
Ｉ　 ０

－Σ２１Σ－１１

烄

烆

烌

烎Ｉ
，则有

Ｈ－１＝
Ｉ　 ０

Σ２１Σ－１１

烄

烆

烌

烎Ｉ
．

利用多元正态分布的性质，不难得到

Ｙ＝
Ｙ１

Ｙ

烄

烆

烌

烎２
＝Ｈ

Ｘ１－μ１

Ｘ２－μ

烄

烆

烌

烎２
～Ｎ（０，ＨΣＨ′）．

（下转第１１２页）
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５．３　保证学习的积极性和互动性

课前在线学习中，由于学生的时间管理水平不

同和个体差异，有的学生可能会偷懒，不能及时完

成课前学习，需要在平台设定学习时限．在线作业

的批阅和学生问题，教师要及时批复，拖延时间过

多，会打击学生的积极性．课堂讨论中部分学生不

够积极，教师应该找出原因，进行个性化辅导．

６　结　语

　　基于ＳＰＯＣ的翻转课堂教学应用于概率统计

课程是一种全新的尝试，结合了ＭＯＯＣ和传统的课

堂教学，扬长避短，用面对面的传统教学解决了

ＭＯＯＣ教学中情感交流和互动体验的缺失，另一方

面将ＭＯＯＣ教学资源应用到小规模的ＳＰＯＣ教学，

缩减了平台建设成本，同时让学生拥有丰富的教学

资源，让他们有更多选择的权利和参与性．教师从

教学的“主导者”转变为“引导者”，这些转变提高了

教学效果，帮助学生建立完整的知识体系．ＳＰＯＣ模

式的教学将对我国的教育事业带来深远的影响，国

内外的诸多学者都在不断研究和实践，具体效果还

有待实践的验证．
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又因为

［ＨΣＨ］′＝
Ｉ　 ０

－Σ２１Σ－１１

烄

烆

烌

烎Ｉ

Σ１１ Σ１２

Σ２１ Σ

烄

烆

烌

烎２２

Ｉ　 ０

－Σ２１Σ－１１

烄

烆

烌

烎Ｉ
′

＝
Σ１１ Σ１２

Σ２１－Σ２１Σ－１１Σ１１ Σ２２－Σ２１Σ－１１Σ

烄

烆

烌

烎１２

Ｉ　 ０

－Σ２１Σ－１１

烄

烆

烌

烎Ｉ
′

＝
Σ１１ Σ１２

０ Σ２２·

烄

烆

烌

烎１

Ｉ　 ０

－Σ２１Σ－１１

烄

烆

烌

烎Ｉ
′

＝
Σ１１ Σ１２－Σ１１Σ－１１Σ１２

０ Σ２２·

烄

烆

烌

烎１

＝
Σ１１ ０

０ Σ２２·

烄

烆

烌

烎１
，

其中第二个、第四个等号用了式子（１）的结果，

Σ２２·１＝Σ２２－Σ２１Σ－１１Σ１２，故

Ｙ＝
Ｙ１

Ｙ
烄

烆

烌

烎２
＝

Ｘ１－μ１

Ｘ２－μ２－Σ２１Σ－１１（Ｘ１－μ１

烄

烆

烌

烎）

　～Ｎ（０，
Σ１１ ０

０ Σ２２·
烄

烆

烌

烎１
）．

又因为Σ＝Ｈ－１
Σ１１ ０

０ Σ２２·
烄

烆

烌

烎１
Ｈ（ ）－１′，由广义

逆的性质可验证Σ的广义逆如下，

Σ－＝Ｈ′
Σ－１１ ０

０ Σ－２２·

烄

烆

烌

烎１
Ｈ． （２）

将式子（２）代入有，

Ｘ－（ ）μ′Σ－ Ｘ－（ ）μ ＝Ｙ′ Ｈ（ ）－１′Σ－Ｈ－１Ｙ

＝Ｙ′ Ｈ（ ）－１′Ｈ′
Σ－１１ ０

０ Σ－２２·

烄

烆

烌

烎１
ＨＨ－１Ｙ

＝Ｙ′
Σ－１１ ０

０ Σ－２２·

烄

烆

烌

烎１
Ｙ＝Ｙ′１Σ－１１Ｙ１＋Ｙ′２Σ－２２·１Ｙ２，

即

Ｑ＝Ｙ′２Σ－２２·１Ｙ２．

而Ｙ２～Ｎ（０，Σ２２·１），则由推论２可得，

Ｑ＝Ｙ２′Σ－
２２·１Ｙ２～χ

２（ｓ），

其中ｓ＝ｒａｎｋ（Σ）－ｒａｎｋ（Σ１１）．
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