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　　［摘　要］将线性代数教学中抽 象 的 概 念 可 视 化，符 合“新 工 科”教 学 改 革 中 提 升 应 用 性、激 发 兴 趣 性 和

突出以产出为导向的ＯＢＥ（Ｏｕｔｃｏｍｅｓ－ｂａｓｅｄ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ）理念要求．选取矩阵的基本操作、特征值与特征向量以

及奇异值分解三个典型知识点，结合人脸识别和图像处理等应用领域，引入Ｐｙｔｈｏｎ的实践操 作 和 教 学 设 计．

课堂效果显示，学生学习体验和成绩得到提升．
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１　引　　言

“新工科（Ｅｍｅｒｇｉｎｇ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ）”以培养多元化、创新性卓越工程人才为主要目标，对

教学方式提出了新要求．工科的线性代数教学不仅要紧密结合产业背景和专业特点，更重要的是激发学

生学习和探 究 的 兴 趣，强 化 教 师 的 引 导，体 现 学 生 学 习 的 主 体 地 位，实 现 以 产 出 为 导 向 的 ＯＢＥ
（Ｏｕｔｃｏｍｅｓ－ｂａｓｅｄ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ）教学改革［１］．传统课堂教学面临多重挑战：一方面多数线性代数教学方式

难以充分调动学习兴趣，教学方式难以跳出理论抽象性的掣肘，对于产业应用案例引入较少，授课内容

缺乏生动性，信息化辅助教学方式单一，使得讲授内容没有完全激发学生的学习兴趣；另一方面，教学内

容不能有效结合产业实际情景，例如囿于人工演算局限性，出现矩阵等运算往往不能超过４阶运算的问

题，使得学生难以完全理解教学知识点，更难以培养学生线性代数的应用能力．因此，改进传统线性代数

教学以适应“新工科”要求成为一个亟待探究的问题．
线性代数的教学内容和教学形式的改革是国内近年研究的重要主题，主要围绕信息技术的运用展

开，特别随着互联网技术的加持，混合式课堂环境的支撑，线性代数教学改革探索不断丰富．在教学模式

方面，将翻转课堂应用到线性代数的课堂教学中，改变教师角色，组织和引导学生自主学习，促进ＯＢＥ
（Ｏｕｔｃｏｍｅｓ－ｂａｓｅｄ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ）和教学质量的提高［２］；在教学内容方面，针对计算机学院代表的信息类专

业对线性代数课堂的教学内容进行改革，突出理论与实践相结合，强化线性代数的学科应用以及加强对

编程语言的训练［３－４］．其中，研究线性代数教学中的概念可视化处理，可以促进学生具象化学习和提升

结合案例的实践能力，成为教学改革研究中有价值的探索领域．目前已有文献中多使用 ＭＡＴＬＡＢ等专

用软件来处理线性代数中的概念可视化问题，应用领域多集中在矩阵的运算部分．但是学界对计算机编

程语言Ｐｙｔｈｏｎ编程开发知识点可视化的实践研究较少．本研究聚焦线性代数抽象概念具象化的教学

课程改革，引入Ｐｙｔｈｏｎ编程语言设计，探究一种促进学生学习主动性与应用能力提升和符合“新工科”

要求的教学设计．



２　可视化教学设计的探索与实践

大学生具象思维特征显著，他们更喜欢接受和理解具体形象的知识，而线性代数理论较为抽象，难

以充分激发学生的学习兴趣．因此，本研究以“新工科”教学要求，对线性代数的传统课堂模式进行改革，
用实例引入理论，以问题为驱动，将线性代数理论进行形象化，使得理性的知识化为感性的实例，调动学

生学习的积极性．
Ｐｙｔｈｏｎ作为目前人工智能领域中的一门重要编程语言，应用于科学计算、云计算、数据分析、自动

化运维等多工业领域，特别在图形界面开发上具有明显优势．同时，Ｐｙｔｈｏｎ语言具有简单灵活、扩展性

强、开源、免费等特点，只要学生具备计算机应用基础能力，就容易激发兴趣．本研究使用Ｐｙｔｈｏｎ语言，
将线性代数教学中部分应用非常广泛的内容可视化处理，以当今热议的人脸识别和图像处理应用领域

为例，将矩阵的基本运算、特征值与特征向量、奇异值分解三个知识主题相关理论结合，激发学生的兴

趣，增强知识应用意识．
教学应用过程分为三个阶段，以适应不同知识需求的学生．课前老师通过混合课堂线上发布课件和

Ｐｙｔｈｏｎ主要源码；课上老师主要现场演示可视化程序，也可以引导学生分享操作；课后老师布置挑战性

的进阶题目，学生修改代码来探索和创新，从而加深知识的理解和应用．
２．１　矩阵的基本操作与图像处理

图１

图像中的每个像素值就是矩阵的每个元素值，可以说，图像可以用矩阵来表

示，所以对数字图像的处理实际就是对矩阵的处理．一张彩色图像可以是一个矩

阵，只不过此矩阵的每一个点不是单个数值，而是一个３元素的数组，这３个元

素是ＲＧＢ值，Ｒ（ＲＥＤ）为 红 色，Ｇ（ＧＲＥＥＮ）为 绿 色，Ｂ（ＢＬＵＥ）为 蓝 色，范 围 为

０～２５５，所以一张彩色图像可以视为３矩阵叠加形成，如图１，其中１个矩阵就是

１个通道．灰度图属于单通道图像，像素的灰度值范围为０～２５５，用来可视化矩

阵，如图２是一张５１２×５１２的灰度图像，对应一个５１２×５１２的矩阵，元素值就

是灰度值０～２５５．

图２

在课堂实际操作中，用数字图像来可视化矩阵，可以帮助学生很好的理解矩

阵的基本操作，如加法、减法和数乘等操作［５］．学生们可以通过对这些图像矩阵的

基本运算，得出最直观的运算结果，从而去巩固和加深矩阵知识．
在ｐｙｔｈｏｎ　３．０及 以 上 版 本 中 调 用 下 表 中 函 数 时，需 要 先 在ｐｙｔｈｏｎ中 安 装

ＯｐｅｎＣＶ模块来使用其 中 的 库 函 数．具 体 操 作：运 行 命 令 提 示 符（即ｃｍｄ），使 用

‘ｃｄ’命 令 进 入ｐｙｔｈｏｎ安 装 路 径 下 的ｓｃｒｉｐｔｓ目 录 中，如 Ｃ：＼Ｐｒｏｇｒａｍ　Ｆｉｌｅｓ＼
Ｐｙｔｈｏｎ３５＼Ｓｃｒｉｐｔｓ＼，然后输入命令：ｐｉｐ３ｉｎｓｔａｌｌ　ｏｐｅｎｃｖ－ｐｙｔｈｏｎ，加载成功之后，在

ＩＤＬＥ中输入ｉｍｐｏｒｔ　ｃｖ２．
２．１．１　矩阵的加法

通过改变图像的亮度可以帮助理解矩阵的加法．在工业情景的实际操作中，改变图像亮度是一种使

图像更加符合规范的修复手段，对于图像矩阵图３（ａ）的每一个元素，加上一样的增量，若增量为正，如

１００，则亮度提升，如图３（ｂ）所示；反之，增量为负，如－１００，则亮度降低，如图３（ｃ）所示．

图３　（ａ）—（ｃ）原图与加上增量之后对比图
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安装ＯｐｅｎＣＶ模块，在Ｐｙｔｈｏｎ　ＩＤＬＥ中 调 用 函 数ａｄｄ＿ｄｅｍｏ实 现 图 像 矩 阵 的 加 法，格 式 和 说 明

见表１．
表１　函数ａｄｄ＿ｄｅｍｏ调用和说明表

调用格式 说明

Ｃ＝ａｄｄ＿ｄｅｍｏ（Ａ，Ｂ） Ａ，Ｂ为原图像，Ｃ为两图像之和，此时要求Ａ尺寸等于Ｂ的尺寸

以上矩阵的加法是在一张图像矩阵的基础上加上一个所有元素都一样的矩阵，可用来调节图片的

亮度．两个图像矩阵相加的结果，运行如图３（ｄ）所示．
２．１．２　矩阵的数乘

矩阵的数乘也可以改变图像的对比度：将原图像矩阵乘以一个大于１的数，如１．５，就可以提升图

像的对比度；反之，矩阵乘以一个小于１的数，如０．５，就可以降低对比度．如图４所示．

　　图３（ｄ）两张图像相加的图示　　　　　　　　图４图像对比度改变的图示

调用如下函数实现图像矩阵的对比度的改变，格式见表２．
表２　函数ｃｏｎｔｒａｓｔ＿ｂｒｉｇｈｔｎｅｓｓ＿ｄｅｍｏ调用和说明表

调用格式 说明

Ｂ＝ｃｏｎｔｒａｓｔ＿ｂｒｉｇｈｔｎｅｓｓ＿ｄｅｍｏ（Ａ，ｃ，ｂ）： Ａ为原图，Ｂ结果图．ｂ和ｃ为常数，其中ｂ取自区间（－２５５，２５５）

在此函数中，改变其中的ｃ值就可以改变图像矩阵的数乘大小从而改变图像对比度；改变其中的ｂ
值即相当于给图像矩阵作加法，改变图像亮度．
２．１．３　矩阵的减法

矩阵作差，会收获到图片反转的效果，图５（ａ）是原矩阵与纯白图像作差．白色图像的矩阵所有元素

都为２５５．部分矩阵的计算演示以及结果如下：
调用函数ｓｕｂｔｒａｃｔ＿ｄｅｍｏ实现图像矩阵的加法，格式和说明如表３所示．

表３　函数ｓｕｂｔｒａｃｔ＿ｄｅｍｏ调用和说明表

调用格式 说明

Ｃ＝ｓｕｂｔｒａｃｔ＿ｄｅｍｏ（Ａ，Ｂ） Ａ，Ｂ为原图像，Ｃ为Ａ与Ｂ之差，此时要求Ａ尺寸等于Ｂ的尺寸

以上矩阵的减法是元素都一样的矩阵减去一个图像矩阵，可以得到图片反转的效果．下面是两个不

一样的图像矩阵相减的结果，如图５（ｂ）所示．

　　　　（ａ）　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）
图５　（ａ），（ｂ）分别为反转效果、两张图像相减的图示

２．１．４　矩阵的乘法

卷积在信号处理中 应 用 广 泛．在 人 工 智 能 领 域 中，由 卷 积 层 组 成 的 卷 积 神 经 网 络（Ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ

４１１ 大　学　数　学　　　　　　　　　　　　　　　　第３８卷



Ｎｅｕｒａｌ　Ｎｅｔｗｏｒｋ，ＣＮＮ）是一种非常重要的深度学习研究方法．在图像处理领域中，卷积运算（也称为滤

波运算）主要用到了矩阵的乘积和线性运算，具体公式如下：

Ｈ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ

ｉ＝－ｍ
∑
ｎ

ｊ＝－ｎ
Ｆ（ｉ，ｊ）Ｇ（ｘ＋ｉ，ｙ＋ｊ），

其中，Ｇ是原图像，Ｆ是滤波器矩阵（Ｆｉｌｔｅｒ，也称卷积核），Ｈ为滤波之后的图像．直白了说，卷积和加减

乘除一样，也是一种运算，其根本操作是将两个矩阵的其中一个先平移，然后再与另一个矩阵相乘后的

累加和．
在实际应用中，锐化、模糊和边缘的滤波器卷积矩阵最常用［６］，具体分别是

－１ －１ －１
－１　 ９ －１
－１ －１ －

■

■

■

■１

，　
１／９　１／９　１／９
１／９　１／９　１／９
１／９　１／９　１／

■

■

■

■９

，　
１　 １　 ０
１ －７　１
■

■

■

■１　 １　 １
.

调用ＯｐｅｎＣＶ库函数ｃｖ２．ｆｉｌｔｅｒ２Ｄ，格式与说明见表４．
表４　函数ｃｖ２．ｆｉｌｔｅｒ２Ｄ调用和说明表

调用格式 说明

Ｂ＝ｃｖ２．ｆｉｌｔｅｒ２Ｄ（Ａ，－１，ｋｅｒｎｅｌ） Ａ为原图像，Ｂ为滤波处理图，ｋｅｒｎｅｌ是滤波器矩阵

三种滤波器其对应的处理效果见图６．在教学中，老师可以引导学生独立设计多个滤波器矩阵，改

变ｋｅｒｎｅｌ的值，输出原图像的卷积后的结果图，加强对矩阵乘法的理解．

图６　滤波器的锐化、模糊以及浮雕效果图示

图像的旋转也可以理解为矩阵的乘法或者线性变换，其原理见图７，把点Ａ移动到点Ｂ，可以用如

下公式表示这个旋转过程：

ｘＢ
ｙ
■

■

■

■Ｂ
＝
ｃｏｓ（θ） －ｓｉｎ（θ）

ｓｉｎ（θ） ｓｉｎ（θ（ ）） ｘＡ
ｙ
■

■

■

■Ａ
.

调用函数ｓｒｏｔａｔｅ实现简单的图像旋转，运行效果如图８所示，调用函数格式和说明见表５．
表５　函数ｓｒｏｔａｔｅ调用和说明表

调用格式 说明

Ｂ＝ｓｒｏｔａｔｅ（Ａ，ａｎｇｌｅ） Ａ为原图像，Ｂ为旋转图，ａｎｇｌｅ为旋转角度

　　图７　坐标旋转示意图　　　　　　　　　　　　　图８　图像旋转图示

在教学中，可以让学生课下尝试改变其中旋转角度ａｎｇｌｅ，计算矩阵乘法，然后运行程序，深刻地理

解旋转中的矩阵乘法原理．

５１１第２期　　　　　　李清华，等：线性代数知识点的可视化教学设计探索与实践



２．２　特征值与特征向量和人脸识别

特征值和特征向量是线性代数中的重要概念，有着很强的应用背景，广泛应用于计算机视觉和图像

处理、数据挖掘等研究领域中．特征脸法是一种比较典型的人脸识别算法，其核心是ＰＣＡ，也就是主成

分分析方法．众所周知，图像、文本等非结构化数据都是很高维度的，直接对这些高维数据操作将非常困

难，也很难提取典型特征．ＰＣＡ是一种线性降维算法，基本原则是将高维矩阵特征通过投影矩阵线性变

换得到低维矩阵特征，是人脸识别和图像重构常用技术之一［７］．一个矩阵Ａ的特征向量就是经过线性

变换ｙ＝Ａｘ之后，向量方向保持不变，只发生了伸缩和变形，其伸缩的比例就是特征值［８］．
在特征脸法中，将输入的人脸图像向量经过一系列处理和计算得到一个协方差矩阵，计算这个矩阵

的特征值和特征向量，得到的这些特征向量就可以看作一个图像，即特征脸，实际就是一些脸部的特征．
这些特征脸是 特 征 子 空 间 的 一 组 基，对 训 练 集 的 每 一 张 人 脸 来 说，都 是 这 些 特 征 脸 的 线 性 组 合［９］，
如图９所示．通过特征脸将输入图片向量化，得到特征向量，然后对比此向量与样本库中人脸向量的欧

氏距离，依据给定阈值判断是否属于同一个人．

图９　通过特征脸权重来代表人脸图片的特征

通过１０轮交叉验证特征脸法在ＯＲＬ人脸库上的识别精度．此库包含４０个不同人的４００张图像，
所有图像都是灰度图并且以ＢＭＰ格 式 存 储．将 数 据 集 的 部 分 人 脸 用 来 训 练 模 型，选 取 小 部 分 用 来 测

试，以此验证此方法的精度．
调用函数ｅｉｇｅｎｆａｃｅ比较特征脸法的验证精度，调用函数格式和说明见表６：

表６　函数调用格式和说明表

调用格式 说明

ｅｉｇｅｎｆａｃｅ（ｅｐｏｃｈ，ｉｍａｇｅｓ） ｅｐｏｃｈ为交叉验证的次数，ｉｍａｇｅｓ为人脸数据集

部分人脸数据集和运行效果如图１０所示．

图１０　从左到右依次为：ＯＲＬ部分人脸数据集、平均脸、识别结果

通过这１０次的交叉验证，最后得到的验证准确度为９６．５％，为较好水平，即通过少量的样本可以

得到不错的结果，说明此法能较好地保留主要特征，在图像降维上有不错的结果．
在教学中，教师推送相 关 资 料，学 生 自 己 建 一 个 人 脸 数 据 库 或 者 使 用 已 建 好 的 人 脸 数 据 集，调 整

ｉｍａｇｅ的数据或者验证次数，查看平均特征脸以及识别结果．学生根据运行结果试验此方法的准确度，
感受识别过程中的数学原理，从而更好地理解特征值和特征向量的实际作用与意义．
２．３　奇异值分解与图像压缩

为了高效存储和传输图像数据，工业上常用图像压缩技术来减少图像的多余信息．数字图像压缩是
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通过减少图像矩阵的数据量，用较少的量来还原原来图像的一门技术．使用矩阵的分解获得图像矩阵的

前ｋ个特征值进行恢复该图像，在ｋ值取的得当的情况下，图像的品质不会受太大损失，却大大节省了

存储空间．
在实际中，图像矩阵一般都不是方阵，所以相比特征值分解，奇异值分解有着更广泛的应用．奇异值

分解可以把矩阵分解为多个秩为１的矩阵之和［１０］，形如：

Ａ＝σ１ｕ１ｖＴ１＋σ２ｕ２ｖＴ２＋…＋σｒｕｒｖ　Ｔｒ，
其中的σ就是奇异值，ｕ和ｖ分别表示列向量．等式右边的每一项ｕｖ　Ｔ 都是秩为１的矩阵．

把奇异值按照σ１ ≥σ２ ≥ … ≥σｒ 排列，留下相对大的奇异值，去除小的奇异值，来近似描述图像矩

阵．在实际操作中，前１０％甚至１％的奇异值之和可以占全部的９９％．因此矩阵可以用最大的ｋ个奇异

值与对应向量来近似代表，即：

Ａｍ×ｎ ＝Ｕｍ×ｍΣｍ×ｎＶＴｎ×ｎ ≈Ｕｍ×ｋΣｋ×ｋＶｋ×ｎ Ｔ.
调用Ｎｕｍｐｙ库函数和ｓｖｄ＿ｒｅｓｔｏｒｅ函数，可以将一张灰度图进行奇异值分解，然后输出保留不同奇

异值个数的图像，对比所占存储空间大小和输出效果，如图１１所示，第一张为原图，其余为分别保留１，

５，１０，２０，５０，１００，１５０个奇异值之后复原的图像．
调用函数格式和说明见表７．

表７　函数调用格式和说明表

调用格式 说明

ｕ，ｓｉｇｍａ，ｖ＝ｎｐ．ｌｉｎａｌｇ．ｓｖｄ（ｄｔ） ｄｔ为保存了原图像素值的ｉｎｔ矩阵，ｕ、ｓｉｇｍａ和ｖ是奇异值分解的结果

ｓｖｄ＿ｒｅｓｔｏｒｅ（ｓｉｇｍａ，ｕ，ｖ，Ｋ） ｓｉｇｍａ、ｕ和ｖ含义同上，Ｋ是保留的奇异值个数，输出结果是将复原图保存到本地

图１１　原图与复原后的图像对比示意图

由输出的图像信息可得，原 图 尺 寸 为５１２×５１２，保 存 这 张 图 需 要 存 储５１２＊５１２＝２６２１４４个 像 素

点，有２６万之多，在计算机中实际占空间为１６０ＫＢ．这张图有５１２个奇异值，将他们从小到大排序之后，
排在最后的较小的奇异值对整张图片贡献不大，故可以舍去．由输出图可以明显看出，仅保留前２０个奇

异值就可以清晰看到人脸特征，但是显然不够清楚．如果选择保留前５０个奇异值，图片占用存储空间会

稍微大一点但清晰度会上升．此时图片有５０＊（１＋５１２＋５１２）＝５１２５０个像素点，仅为原来图片像素点

个数的１９．６％，在实际文件保存中，所占存储空间为１２０ＫＢ，为原图的７５％．因此可以看出，奇异值分解

可以在保留原图主要特征的基础上对图像压缩，节省了很多存储空间．
在教学中，教师引导学生课下在实际演练中更换自己的图片和奇异值个数，对自己的图像进行压

缩，充分理解奇异值分解的过程和意义，加深知识的理解．
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３　教学效果

本研究在部分班级采用了知识点的可视化教学，内容包括但不限于矩阵的基本运算、特征值与特征

向量、奇异值分解．教学效果显示，相比于其他并行的传统教学课堂，实施教学改革的课堂学生学习效率

更高，学生平均成绩最高，如图１２所示．其中高分段学生显著更多，不及格人数是最少的．此外，在学习

体验方面，学生们对教师课堂评价的百分位，从２０１７年的３０．１４％（改革前）增长到２０１９年的５９．３３％
（改革后），也说明改革后的课堂能更受欢迎，学生参与度更高，从而课堂效率更高．

图１２　三种教学模式下的学生成绩对比（灰度等级最高的为改革后的教学课堂）

囿于研究投入和部分理论抽象的天然性，Ｐｙｔｈｏｎ等语言和软件的应用无法展示全部的线性代数内

容，也不能完全取代理论讲解的主导地位，但是这种可视化的教学设计一定程度上可以帮助学生在课中

或者课后更好地理解知识内容．

４　结　　论

本研究利用Ｐｙｔｈｏｎ实现对线性代数部分理论概念的可视化，将抽象的知识具象为感性的应用实

例，激发学生的学习兴趣，提高课堂的教学效率．可视化突出了线性代数在人脸识别以及图像处理领域

中的实际应用，课堂中引入概念可视化能够适应学生们的不同学习基础，尊重他们不同的学习动机，满

足学生及时反馈和课堂讨论的需求．学生在实际操作中，不仅能够掌握理论上的知识，也能更深入地接

触社会中的实际应用，有利于提高他们的科学素养，提高社会责任感．知识点可视化是线性代数教学改

革中具有价值和意义的探索和实践．
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