
第五章 图与网络优化 
 

教学内容 第一节 图论 

 

 

 
教学目标 

知识目标： 

理解图的基本概念及其矩阵表示。 

能力目标：通过实例演示、问题驱动等方式激发学生学习的积极

性，通过观察对比、学生交流、师生交流、小组探究等多种形式， 培养

学生的逻辑思维能力、分析判断能力、和解决问题能力。 

素质目标： 

培养学生敢于质疑、善于分析、勇于创新的精神；培养学生的自 

主学习意识和团队协作精神；培养学生脚踏实地、不畏艰辛、锲

而不舍的精神。 

授课学时 2 学时 

教学重点 图的基本概念及矩阵表示 

教学难点 图的矩阵表示。 

 

教学方法 

采用问题驱动法、案例演示法、启发式讲授法及自主学习法相结

合，以教师的讲解为主，学生的课堂报告、分组讨论为辅，充分 

调动学生学习的主动性和思考问题的积极性。 

教学手段 
以课堂讲授为主，主要是多媒体课件和板书相结合的形式。同时 

借助在线资源，如慕课、雨课堂等平台。 

 

 

 

教学过程 

（一）通过回顾“七桥问题”，引出图的概念（约 20 分钟） 

【教师活动】通过有趣的“七桥问题”，引入图的定义。 

回顾“七桥问题”。在 18 世纪，东普鲁士哥尼斯堡有一条大河，河中有

两个小岛。全城被大河分割成四块陆地，河上架有七座桥， 把四

块陆地联系起来。当时许多市民都在思索一个问题：一个散步者

能否从某一陆地出发，不重复地经过每座桥一次，最后回到原来

的出发地。这就是历史上有名的哥尼斯堡七桥问题。这个问题似

乎不难解决，所以吸引了许多人来尝试，但是日复一日谁也 



 没有得出肯定的答案。于是有人便写信求教当时著名的数学家欧

拉(1707~1783)。欧拉毕竟是数学家，他并没有去重复人们已失败了

多次的试验，而是产生了一种直觉的猜想：人们千百次的失败， 也许意

味着这样的走法根本就不存在。于是欧拉把七桥问题进行了数学的抽象。

用 A、B、C、D 四个点表示四块陆地（图 5.1(a)），用两点间的一条线表

示连接两块陆地之间的一座桥，就得到如下图所示的一个由四个

点和七条线组成的图形（图 5.1（b））。 
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图 5.1 尼斯堡七桥问题 

【学生活动】自由讨论如何将“七桥问题”转化为数学问题，并随

机选择学生讲解自己的想法。 

【设计意图】由学生熟悉的内容引入新课，并且适当的分配一部分

课堂时间给学生，有利于提高学生的参与感，引发学生的认知热

情，提高探究新知的兴趣。 

（二）在前期引入的基础上，介绍图的基本概念及其矩阵表 

示。（约 40 分钟） 

【教师活动】通过总结与分析课堂引入的内容，给出图的概念。

知识点 1: 图的定义。 

构成一个图有两个关键要素，即顶点和连接顶点之间的边，记为

G=(V , E) ，V 是以上述点为元素的顶点集，E 是以上述连线为元素

的边集。各条边都加上方向的图称为有向图，否则称为无向图。

如果有的边有方向，有的边无方向，则称为混合图。 

一个无向图G 是由非空顶点集V 和边集 E 按一定的对应关系
构 

成的连接结构，其中非空集合V ={v1,v2 ,    ,vn}为 G 的顶点集,V 中的 
 



 元素称为 G 的顶点， 其元素的个数为顶点数； 非空集

合E={e1,e2 , ,em}为 G 的边集， E 中的元素称G 的边，其元素的个数

为图G 的边数。 

图 G 的每一条边是由连接G 中两个顶点而得的一条线（可以是直

线、曲线或任意形状的线），因此与G 的顶点对相对应，通常记作： ek  

(vi , vj ) 。其中，顶点vi , v j 称为边ek 的两个端点，有时也说边ek 

与顶点vi , v j 关联。 

对无向图来说，对应一条边的顶点对表示是无序的，即(vi , vj  ) 和

(vj , vi ) 表示同一条边ek 。有公共端点的两条边称为邻边。同样，同一

条边ek 的两个端点(vi 和vj  ) 称为是相邻的顶点。 

如果一条边的两个端点是同一个顶点，则称这条边为环。如果有

两条边或多条边的端点是同一对顶点，则称这些边为平行边或重

边。没有环也没有平行边的图称为简单图。 

带有方向的边称为有向边，又称为弧。如果给图的每条边规定一个

方向，我们就得到有向图。有向图通常记为 D  (V , A) 。其中 A 是图

中弧的集合，每一条弧与一个有序的顶点对相对应。与无向图类

似,也记为ak   (vi , v j ) 表示边的方向自顶点vi 指向 vj  ，vi  称为弧 

ak  的始端, vj   称为弧ak  的末端或终端。与无向图不同，在有向图情 
 

形下，(vi , vj  ) 与 (vj , vi ) 表示不同的弧。平面上，有向图的图形表示 
 

方法与无向图基本一样，只需在每一条孤的末端加一个箭头方向

就可以了。 

若在图G 中的各边ek 都赋值一个实数w(ek ) ，称为边ek 的权，把每

条边赋以权值的图称为赋权图， 也称为一个网络，记为G  (V , 

E,W ) ，其中W 为所有边的权集合。若在有向图上给每条弧赋以权

值，称其为有向赋权图，也叫有向网络。 

知识点 2: 关联矩阵。 
 



 
对无向图G ，其关联矩阵M  (mij )d  ，其中 

 

1，若vi与e j 相关联 
mij    

0，若vi与e j不关联 

对有向图G ，其关联矩阵M  (mij )d  ，其中 
 

1,         若vi是ej的起点 
m   


-1, 若v 是e 的终点 

ij  i j 

0,      若v 与e 不关联 
 i j 

邻接矩阵。 

对无向图G ，其邻接矩阵 A  (aij )d d  ，其中 
 

1,   若vi与v j 相邻 
aij    

0, 若vi与v j不相邻 

对有向图G=(V , E) ，其邻接矩阵 A  (aij )d d ，其中 

 

1,   若(vi , v j )  E 
aij  

0, 若(vi , v j )  E 

对有向赋权图G ，其邻接矩阵 A  (aij )d d  ，其中 
 

wij ,   若(vi , vj )  E, 且wij 为其权 

 

0, 若i  j aij 
， 若(v , v )  E 
 i j 

无向赋权图的邻接矩阵可类似定义。 

【学生活动】听讲，有问题可发言提问。 

（三）采用讲授法，问题驱动法，介绍 Matlab 软件的相关

命令。（约 25 分钟） 

（四）课堂总结（5 分

钟） 总结本次课的教学内

容： 

（1） ：图的定义及其矩阵表示； 

（2） ：Matlab 软件的相关命令。 

课后作业 课下寻找与图有关的数学建模案例，并进行分析。 



教学内容 第三节 最短路问题 

 

 

 
教学目标 

知识目标： 

了解最短路的概念；掌握最短路的算法。 

能力目标：通过实例演示、问题驱动等方式激发学生学习的积极

性，通过观察对比、学生交流、师生交流、小组探究等多种形式， 培养

学生的逻辑思维能力、分析判断能力、和解决问题能力。 

素质目标： 

培养学生敢于质疑、善于分析、勇于创新的精神；培养学生的自 

主学习意识和团队协作精神；培养学生脚踏实地、不畏艰辛、锲

而不舍的精神。 

授课学时 2 学时 

教学重点 最短路的算法 

教学难点 最短路的步骤 

教学方法 
采用问题驱动法、案例演示法、启发式讲授法及自主学习法相结

合，以教师的讲解为主，学生的课堂报告、分组讨论为辅，充分 

调动学生学习的主动性和思考问题的积极性。 

教学手段 
以课堂讲授为主，主要是多媒体课件和板书相结合的形式。同 
时借助在线资源，如慕课、雨课堂等平台。 

 

 

 

 
教学过程 

（一）采用讲授法，介绍最短路的概念（约 15 分钟） 

最短路问题（short-path problem）是网络理论解决的典型问题之

一，旨在寻找图中两顶点之间的最短距离。实际应用中的许多优化问

题，如管路铺设、线路安排、厂区布局和设备更新等，都可以被归结

为最短路问题来解决。 

知识点 1：设图G 是赋权图，  为G 中的一条路，则称 的各边

权之和为 的长度。 

知识点 2：对于图G=(V , E) ，任意两点均有路径的图称为连通图； 
 

起点与终点重合的路径称为圈；连通而无圈的图称为树；只有顶

点没有边的图称为空图。 

知 识 点  3 ： 设 P(u, v)  是赋权图  G 从 u 到 v 的路径，  

则称 



 
w(P)   w(e) 为路径 P 的权。在赋权图G 中，从顶点u 到 v 的具 

eE ( P )     

 

有最小权的路 P*(u, v) ，称为u 到v 的最短路。最短路的长度称

为从u 到v 的距离，记为d (u, v) 。 

（二）采用案例启发法、讲授法，介绍固定起点的最短路算法。 

（约 30 分钟） 

寻求从固定起点u0  到其余各点的最短路的最有效的算法之一是 

E. W. Dijkstra 于 1959 年提出的 Dijkstra（迪杰斯特拉）算法。该

算法可以用于求解图中某一特定点到其他各顶点的最短路问

题 

（单源最短路问题）、也可以求解任意两个指定顶点间的最短路

问题。 

知识点 4：设G 为赋权有向图或无向图， G 边上的权均非负。

Dijkstra 算法的基本思想是按其距离固定起点 u0 从近到远为

顺序，依次求得u0 到 G 的各顶点的最短路和距离，直至v0 （或直

至G 的所有顶点）。 

用 S 表示具有永久标号的顶点集。对每个顶点，定义两个标号 

(l(v), z(v)) ，其中， 

l(v) ：顶点v 的标号，表示从起点u0 到v 当前路的长度。 

z(v) ：顶点v 的父节点标号，用以确定最短路的路线。 

算法的过程就是在每一步改进这两个标记，使最终l(v)  为从顶点

u0 到 v 得到的最短路的权，输入为带权邻接矩阵W 。Dijkstra 算法的

计算步骤如下： 

 

（1）赋初值：令S  u0 ,l(u0 )  0.v  S  V \ S ，令 

l(v)  W(u0 ,v), z(v)  u0 , u  u0 。 
 

 

（2）更新l(v), z(v) : v  S  V \ S ，若l(v)  l(u)  W (u, v) ，则令 

l(v)  l(u)  W (u, v)，z(v)  u 

 
 

（3） 设 v* 是使 l(v) 取最小值的 S 中的顶点，则令 S  S {v*},u  v* 。 
 

 

（4） 若 S ，转步骤（2）；否则，停止。 
 



  案例 1：求图 5.2 中从顶点u0 到其余顶点的最短路. 
 

 

图 5.2 某赋权图

解： 先写出带权邻接矩阵 

0   2 1 8               
 

0      6 1        



 
 0 7       9 
 

0 5 1 2 



W   
 0 3  9 
 
 0 4 6 
 0 3 
 

 0 

因G 是无向图，故W 是对称矩阵。 

Dijkstra 算法步骤如下： 

迭代

次数 

l(ui ) 

u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 

1 0       

2  2 1 8    

3  2  8   10 

4    8 3  10 

5    8  6 10 12 

6    7   10 12 

7       9 12 

8 12 

最后

标记

l(v) 

 

0 

 
2 

 
1 

 

7 

 

3 

 

6 

 

9 

 
12 

 



  z(v) u0 u0 u0 u5 u1 u4 u3 u4 

从第二个标记 z(v) 向前追溯，即得以u0 为根的树（图 5.3） 
 

 

图 5.3  以u0 为根的树 

（三）结合案例，讲授每对顶点之间的最短路的思想和算法。（约 

40 分钟） 

【教师活动】结合多媒体课件和板书，由问题出发，采用启发式

教学，建立模型。 

知识点 5：求任意两顶点之间最短路的 Floyd 算法的基本思想
为 

直接在图的带权邻接矩阵中用插入顶点的方法依次构造出v 个

矩阵 D(1) 
, D

(2) 
,..., D

(v) ，使最后得到的矩阵 D
(v)  成为图的距离矩阵，同

时也求出插入点矩阵以便得到两点间的最短路径。 

知识点 6：Floyd 算法原理。 

（1）求距离矩阵的方法 

把带权邻接矩阵W 作为距离矩阵的初值，即 D(0)  (d (0) )  W 。 
ij vv 

 

1） D(1)  
 (d 

(1) 
) ，其中d (1)  mind (0) , d (0)   d (0)  , d 

(1) 是从 v 到 v 的

只 
ij     vv ij ij i1 1 j ij i j 

 

允许以v1 作为中间点的路径中最短路的长度。 

2） D(2)  
 (d 

(2) 
) ，其中d (2)  mind (1) , d (1)  d (1)  ， d 

( 2) 是从 v 到 v 的 
ij vv ij ij i 2 2 j ij i j 

 

只允许v1 , v2 作为中间点的路径中最短路的长度。 

…… 

v ） D(v)   (d (v) ) ，其中d (v)  mind (v1) , d (v1)  d (v1) ， d (v ) 是从 v 到 
ij vv ij ij iv vj ij i 

 

vj   的只允许v1,v2 ,...,vv 作为中间点的路径中最短路的长度，即是

从 

v 到 v  中间可插入任何顶点的路径中最短路的长度，因此 D
(v) 即 

i j 

 

是距离矩阵。 



（2）求路径矩阵的方法 



 在建立距离矩阵的同时可建立路径矩阵 R ， R  (rij )vv ， rij  的含义

是从 vi 到 vj  的最短路要经过点号为rij 的点， 

R(0)   (r(0) )    ，r(0)   j ij vv ij 

 

每求得一个 D
(k ) 时，按下列方式产生相应的新的 R

(k ) ： 

k，   若d (k 1)   d (k 1)   d (k 1) 

r(k )   
ij ik kj 

ij 

r (k 1)，否则 
ij 

 

即当v 被插入任何两点间的最短路径时，被记录在 R
(k ) 中，依次 

k 

 

求 D
(v) 时求得 R

(v) ，可由 R
(v) 来查找任何点对之间的最短路的路

径。 

（3）查找最短路径的方法 

若r 
(v ) 
 p ，则点 p 是点i 到点 j 的最短路的中间点，然后用同样 

ij 1 1 

 

的方法再分头查找。若 ①向点 i 追溯得：r (v)    p  , r (v)   p ,  , r (v)  

 i 
ip1 2     ip2 3 ipk 

 

②向点 j 追溯得： r(v)   q , r(v)  q ,..., r(v)  j 
p1 j 1     q1 j 2 qm j 

 

则由点i 到 j 的最短路的路径为： i, pk ,..., p2 , p1, q1, q2 , , qm , j . 

知识点 7：算法步骤。 

Floyd 算法：求任意两点间的最短路。 

D(i, j) ： i 到 j 的距离。 

R(i, j) ： i 到 j 之间的插入点。

输入带权邻接矩阵W ， 

（1） 赋初值：对所有i, j ， d (i, j)  w(i, j) ， r(i, j)  j ， k 1 。 

（2） 更新 d (i, j) ，r(i, j) ：对所有i, j ，若d (i, k)  d (k, j)  d (i, j) ，则 

d (i, j)  d (i, k)  d (k, j) ， r(i, j)  k 

（3） 若 k  v ，停止；否则k  k 1，转（2）。 

案例 2：（设备更新问题） 某种工程设备的役龄为 4 年，每年年初

都面临着是否更新的问题：若卖旧买新，就要支付一定的购置费用；

若继续使用，则要支付更多的维护费用，且使用年限越长 

维护费用越多。若役龄期内每年的年初购置价格、当年维护费用 



及年末剩余净值如表 5.1 所示。请为该设备制定一个 4 年役龄期

内的更新计划，使总的支付费用最少。 

表 5.1 相关费用数据 
 

年份 1 2 3 4 

年初购置价格（万元） 25 26 28 31 

当年维护费用（万元） 10 14 18 26 

年末剩余净值（万元） 20 16 13 11 

解 可以把这个问题化为图论中的最短路问题。 

构造赋权有向图 D  (V , A, W) ，其中顶点集V {v1,v2 , ,v5} ，这里 vi 

（ i  1, 2,3, 4 ）表示第 i 年年初的时刻，v5 表示第 4 年年末的时

刻， A 为弧的集合，邻接矩阵W  (wij )55 ，这里 wij 为第 i 年年初至

第 j 年年初（或 j 1 年年末）期间所支付的费用，计算公式为 

j i    

w
ij   
 p

i  
 a

k   
 r

j i  ， 
k 1 

 

其中 pi 为第 i 年年初的购置价格， ak 为使用到第k 年当年的维护

费用， ri 为第 i 年年末旧设备的出售价格（残值）。则邻接矩阵 

 0    15    33    54 82

 0 16    34   55




 
W    0 18    36 . 

   0 2 





   

1

0 

则制定总的支付费用最小的设备更新计划，就是在有向图 D 中求

从 v1 到 v5 的费用最短路。 

利用Dijkstra算法，求得v1 到 v5 的最短路径为v1  v2    v3   v5 ，

最短路径的长度为67。设备更新最小费用路径如图5.10中的粗线

所示，即设备更新计划为第1年年初买进新设备，使用到第1年年底， 

第2年年初购进新设备，使用到第2年年底，第3年年初再购进新

设备，使用到第4年年底。 



 

 

图 5.4 设备更新最小费用示意图 

（四）课堂总结（5 分

钟） 总结本次课的教学内

容： 

（1） ：固定起点的最短路算法思想及其计算步骤； 

（2） ：每对顶点之间的最短路算法思想及其计算步骤。 

课后作业 本章课后题第 1、2、3 题。 



教学内容 
第四节 最小生成树问题 

第五节 最大流问题 

 

 

 

 

教学目标 

知识目标： 

理解最小生成树问题的算法；理解最大流问题的算法。 

能力目标：通过实例演示、问题驱动等方式激发学生学习的积极

性，通过观察对比、学生交流、师生交流、小组探究等多种形式， 培养

学生的逻辑思维能力、分析判断能力、和解决问题能力。 素质目标： 

培养学生敢于质疑、善于分析、勇于创新的精神；培养学生的自主学

习意识和团队协作精神；培养学生脚踏实地、不畏艰辛、锲而不舍

的精神。 

授课学时 2 学时 

教学重点 最小生成树问题和最大流问题。 

教学难点 最大流问题的算法。 

 
教学方法 

采用问题驱动法、案例演示法、启发式讲授法及自主学习法相结 

合，以教师的讲解为主，学生的课堂报告、分组讨论为辅，充分

调动学生学习的主动性和思考问题的积极性。 

教学手段 
以课堂讲授为主，主要是多媒体课件和板书相结合的形式。同时 

借助在线资源，如慕课、雨课堂等平台。 

 

 

 

 
 

教学过程 

（一）采用讲授法，介绍最小生成树问题及其算法（约 25 分钟） 

树是图论中非常重要的一类图，它结构简单、应用广泛，最小生

成树问题是其中的经典问题之一。 

知 识 点1 ： 若 图 G  (V (G), E(G))  和 树 T  (V (T ), E(T ))  

满 足V (G)  V (T ) ， E(T )  E(G) ，则称 T 是 G 的生成树。图 G 为

连通的充要条件为 G 有生成树。一个连通图的生成树的个数很

多。赋权图的具有最小权的生成树叫做最小生成树。 

知识点 2：树有下面常用的五个充要条件： 

（1） G  (V , E) 是树当且仅当G 中任两顶点之间有且仅一条轨 



 道。 

（2） G 是树当且仅当G 中无圈，且| E || V | 1 。 

（3） G 是树当且仅当G 连通，且 | E || V | 1 。 

（4） G 是树当且仅当G 连通，且e  E(G)，G  e 不连通。 

（5） G 是树当且仅当G 无圈，且e  E(G)，G+e 恰有一个圈。

知识点 3：求连通图最小生成树的 Kruskal（克鲁斯卡尔）算法如

下： 

（1）选择边e1  E(G) ，使得e1 是权值最小的边。 

（2）若 e1,e2 ,,ei 已选好，则从 E(G) e1,e2,,ei 中选取ei 1 使得 

①e1,e2, , ei , ei1 中无圈， 

② ei 1 是 E(G) e1,e2,,ei 中权值最小的边。 

（3）直到选得到e|V |1 为止。 

知识点 4：求连通图最小生成树的 Prim（普里姆）算法。 

构造连通赋权图G  (V , E,W ) 的最小生成树，设置两个集合 P 和

Q ，其中 P 用于存放G 的最小生成树中的顶点，集合Q 存放G 的

最小生成树中的边。令集合 P 的初值为 P  v1（假设构造最小生成

树时，从顶点v1 出发），集合Q 的初值为Q  （空集）。Prim 算法的思

想是，从所有 p  P, v V  P 的边中，选取具有最小权值的边 pv ，

将顶点v 加入集合 P 中，将 pv 加入集合Q 中，如此不断重复，直到 P 

 V 时，最小生成树构造完毕，这时集合Q 中包含了最小生成树的所

有边。 

Prim 算法构造最小生成树算法如下： 

（1） P  v1， Q   。 

（2）while P  V 

找最小边 pv ，其中 p  P, v V  P ； 

P  P v ； 

Q  Q pv； 

end 
 



 （二）结合案例，介绍最小生成树问题的 Matlab 软件求解方法 

（约 20 分钟） 

（三）采用讲授法，介绍最大流问题及其算法。（约 25 分钟） 

知识点 5：设G  V , E  为有向图，在V 中指定一点称为发点或源 

（记为 vs ），另一点称为收点或汇（记为 vt ），其余点称为中间点。对

每一条边vivj  E ，对应一个非负实数Cij ，称为它的容量。这样的 G 

称为容量网络，简称网络，记为G  V , E,C  。 

知识点 6：网络 G  V , E,C  中任一条边 vi vj  有流量 fij  ，称集

合 

f  fij  为网络G 上的一个流。满足下述条件的流 f 称为可行流： 

（1） 容量限制条件：对每一边vi vj  ，有 0  fij  Cij 。 

（2） 平衡条件：对于中间点vk   ，有  fik     fkj    ，即中间点vk 的

输入量等于输出量。 

如果 f 是可行流，则对收、发点vt ，vs 有   fsi   f jk  Wf   ，即从vs 点

发出的物质总量等于vt 点输入的量。W f 称为网络流 f 的总流量。 

知识点 7：最大流问题的数学模型表示如下: 

max z  vf 

  vf , i  s  
f   f    


v  , i  t 

s.t. 
  ij   ji  f 
 jV jV 

viv jE viv jE  0, i  s, t 


0   fij    Cij，vi v j   E 

知识点 9：最大流的标号算法（Ford-Fulkerson 标号法）。 

Ford-Fulkerson 标号法的基本思想就是，从一个可行流开始，寻

找从 s 到 t 的增广链，然而沿增广链增加流量，反复这样，直到找不

出增广链为止。 

从 vs 到 vt 的一个可行流出发（若网络中没有给定 f ，则可以设 f 

是零流），经过标号过程和调整过程，即可求得从 vs  到 vt  的最大

流。最大流的 Ford-Fulkerson 标号算法如下： 

（1）标号过程. 



 ①初始化，给发点vs 标号(0, ) 。 

②选择一个已标号的点 x ，对于 x 的所有未给标号的邻接点 y ，按下

列规则处理： 

当 yx  E 且 f yx   0 时，令 y   min fyx ,x  ，并给 y 以标号x, y  ； 

当 xy  E 且 fxy   Cxy   时，令  y   minCxy   fxy ,x  ，并给 y  以标

号  

x, y 。 

③重复②直到收点vt 被标号或不再有点可标号时为止。若vt 得到

标号，说明存在一条可增广链，转(2)调整过程；若vt 未得到标号， 

标号过程已无法进行时，说明 f 已经是最大流。 

（2）调整过程。 

④决定调整量 =vt ，令u  vt 。 

⑤若 u 点 标 号为 v,u  ， 则以 fvu     代替 fvu  ；若 u 点标号

为  

v,u  ，则以 fvu    代替 fvu 。 

⑥若v  vs ，则去掉所有标号转（1）重新标号；否则令u  v ，转 

⑤。 

（四）结合案例，介绍最大流问题的 Matlab 软件求解方法（约 

18 分钟） 

案例 2：现需要将城市s 的石油通过管道运送到城市t ，中间有 4 

个中转站v1,v2 ,v3 和 v4 ，城市与中转站的连接以及管道的容量如图 

5.5 所示，求从城市s 到城市t 的最大流。 
 

 

图 5.5 网络图 

（五）课堂总结（2 分

钟） 总结本次课的教学内

容： 



（1） ：最小生成树问题机器算法； 

（2） ：最大流问题及其算法。 



课后作业 利用软件求解本章课后题 1、2、3。 



教学内容 
第六节 最小费用流问题 

第七节 建模案例—锁具装箱问题 

 

 

 

 

教学目标 

知识目标： 

理解最小费用流问题及其算法；掌握复杂的图论模型的建模。 

能力目标：通过实例演示、问题驱动等方式激发学生学习的积极 

性，通过观察对比、学生交流、师生交流、小组探究等多种形式， 培养

学生的逻辑思维能力、分析判断能力、和解决问题能力。 

素质目标： 

培养学生敢于质疑、善于分析、勇于创新的精神；培养学生的自 

主学习意识和团队协作精神；培养学生脚踏实地、不畏艰辛、锲

而不舍的精神。 

授课学时 2 学时 

教学重点 最小费用流问题 

教学难点 复杂案例的建模 

 
教学方法 

采用问题驱动法、案例演示法、启发式讲授法及自主学习法相结 

合，以教师的讲解为主，学生的课堂报告、分组讨论为辅，充分

调动学生学习的主动性和思考问题的积极性。 

教学手段 
以课堂讲授为主，主要是多媒体课件和板书相结合的形式。同时 

借助在线资源，如慕课、雨课堂等平台。 

 

 

 

 
 

教学过程 

（一）采用讲授法，介绍最小费用流问题的模型及其算法（约 20 

分钟） 

最小费用流问题是一种组合最优化问题，也是网络流理论研究的一

个重要问题。这里我们要进一步探讨不仅要使网上的流量达到最大，

或者达到要求的预定值，而且还要使运输流的费用是最小的，这就是

最小费用流问题。 

知识点 1：最小费用流问题的一般提法：已知网络G  V , E,C  ， 

每条边 viv j  E 除了已给容量 Cij  外，还给出了单位流量的费

用 

bij  0 。所谓最小费用流问题就是求一个总流量已知的可行流 



 
f  fij  使得总费用b f    bij fij 最小。 

vivj E 

 

特别地，当要求 f 为最大流时，此问题即为最小费用最大流问题。知识

点 2：最小费用流问题的数学表示如下： 

min z   bij fij 

vivj E 

 

  vf , i  s  
f   f    


v  , i  t 

s.t. 
  ij   ji  f 
 jV jV 

viv jE viv jE  0, i  s, t 


0   fij    Cij , viv j   E 

（1）设网络G  V , E,C  ，取初始可行流 f 为零流，求解最小费用

流问题的迭代步骤如下。 

①构造有向赋权图Gf  V , Ef , f  ，对于任意的vi vj  E, Ef ，F 的定 

义如下： 

当 fij    0 时， viv j   E f  , F viv j   bij  ； 

当 fij    Cij  时， viv j   E f  , F viv j   

bij  ； 

当 0   fij    Cij 时， viv j   E f  , F viv j   bij  ， viv j   E f  , F viv j   bij  。然

后转向②。 

②求出有向赋权图Gf  V , Ef  , f  中发点vs ，到收点vt 的最短路

 ， 

若最短路  存在，转向③；否则 f 是所求的最小费用最大流，停

止。 

③增流。同求最大流的方法一样，重述如下： 
 

 
Cij    fij , v v   +

 

令   
i    j  = min | vv   ，重新定义流 f  f  为 

ij 
 f  , v v   ， ij i    j ij 

ij i j 

 

 f   , vv   
  

ij i    j 

f   f   , vv   
ij ij i j 

 f , 其他 
 ij 

如果Wf  大于或等于预定的流量值，则适当减少 值，使Wf   等

于预定的流量值，那么 f 是所求的最小费用流，停止；否则转向①。 

（3）求解含有负权的有向赋权图G  V , E,C  中某一点到其他各 



 点最短路的 Ford 算法。 

当 viv j   E 时，记wij    F viv j ，否则取wij    0，wij =  i   j  。v1 到

vi
的最短路长记为 i  ， v1 到 vi 的最短路中vi 的前一个点记为 

i 。Ford 算法的迭代步骤： 

①赋初值  1=0， i=+, i  i i  2,3, , n 。 

② 更 新  i  ，  i 。 对 于 i  2,3, , n  和 j  1, 2, , n ， 如

果  

 i    j   wji ，则令 i=  j， i  j 。 

③终止判断。若所有的 i  都无变化，停止；否则转向②。 

在算法的每一步中，  i  都是从v1 到 vi 的最短路长度的上界。若

不存在负长回路，则从v1 到 vi 的最短路长度是 i  的下界，经过

n 1次迭代后 i  将保持不变。若在第 n 次迭代后 i  仍在变化

时，说明存在负长回路。 

（二）结合案例，介绍利用 Matlab 软件求解最小费用流问题。 

（约 15 分钟） 

案例 1：求图 5. 6 所示网络从vs 到 vt 的最小费用最大流，其中边

上的权重的第 1 个数字表示网络的容量，第 2 个数字表示网络的单

位流量的费用。 

 

v1     （5，2） v4 

（5，5） （3，3） （4，2） 

v 
（4，2） （3，1） （3，3） 

v
 

s 
v v t

 2 （2，2） 5
 

（3，2） （5，4） 

v3 （2，2） v6 

 
图 5. 6 网络流 

（三）给出案例，引导学生分组讨论。（约 10 分钟） 

【教师活动】展示历年竞赛真题，启发学生进行讨论。 

案例2：1994年全国大学生数学建模竞赛B题（锁具装箱）中关 
 



 于锁具总数的问题可叙述如下：某厂生产一种弹子锁具，每个

锁具的钥匙有5个槽，每个槽的高度从{1，2，3，4，5，6}中任

取一数。由于工艺及其它原因，制造锁具时对5个槽的高度还有

两个限制：（1）至少有3个不同的数；（2）相邻两槽的高度之

差不能为5。满足以上条件制造出来的所有互不相同的锁具称为

一批。我们的问题是如何确定每一批锁具的个数？从顾客的利

益出发，自然希望在每批锁具中“一把钥匙开一把锁”。但是在

当前工艺条件下，对于同一批中两个锁是否能够互开，有以下

试验结果：若二者相对应的5个槽的高度中有4个相同，另一个

槽的高度差为1，则能互开；在其它情形下，不可能互开。原来

销售部门在一批锁具中随意的取60个装一箱出售。团体顾客往

往购买几箱到几十箱，他们抱怨购得的锁具会出现互开的情 

形。现聘你为顾问，回答并解决以下的问题： 

1） 每一批锁具有多少个，装多少箱。 

2） 为销售部门提出一种方案，包括如何装箱（仍是 60 个锁

具一箱），如何给箱子以标志，出售时如何利用这些标志，使团

体顾客不再或减少抱怨。 

3） 采取你提出的方案，团体顾客的购买量不超过多少箱，就

可以保证一定不会出现互开的情形。 

4） 按照原来的装箱办法，如何定量地衡量团体顾客抱怨互开

的程度（试对购买一、二箱者给出具体结果）。 

【学生活动】分组讨论，寻找建模方案。 

【设计意图】通过分组讨论，让学生能具体的投入到教学过程中

来。 

（四）采用案例分析法，结合所给问题及学生讨论情况，讲解建

模方案。（约 40 分钟） 

（1）每一批锁具数量求解。 

首先求满足条件的锁具的个数，可以使用计算机枚举的方法或排

列组合计数的方法，也可以使用图论的方法解决。已知每把锁都 



 

有 5 个槽，每个槽有 6 个高度，至少有三个不同高度的槽，且相邻

槽高差不为 5。我们先求出无相邻高差为 5 的锁具数量，再减去仅

有一个、两个槽高的锁具数目。先计算由 1，2，3，4，5， 6 构

成无 1，6 相邻的情况的数目。为此，构造一个 6 节点的图： 将 

1，2，3，4，5，6 这 6 个数作为 6 个节点，当两个数字可以相

邻时，这两个节点之间加一条边，每个节点有自己到自己的一条边，

我们得到了锁具各槽之间的关系示意图（图 5.14） 

 

图 5.7 锁具各槽之间的关系示意

图该图的邻接矩阵为 

 1 


 1 

A  

 1   1   1   1   1   1 
 0   1   1   1   1   1 

邻接矩阵 A 的所有元素之和表示两个槽高无 1、6 相邻的锁具的

个数。每个无 1、6 相邻的 5 位数与图 5.14 中长度为 4 的一条链

一一对应，如 12345，11111，22335 等。 A 的 k 次方 A
k 中各元素

之和就是长度为 k 的链的个数。事实上，从这个具体问题可以看

出， A
2 中第 i 行第 j 列的元素指从 i 开始经过两条边到达 j 的

链数，即从i 开始经过一条边到k ，再从k 经过一条边到达 j , i 和 

j 就决定了中间顶点k 的数目。 

于是，得到 

  

  

  

1 

1 

1 1 1 1 0 

1 1 1 1 1 



1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 



 



 141   165   165   165   165   140 

165   194   194   194   194   165 




 
165   194   194   194   194   165 

A4    
165   194   194   194   194   165 
165   194   194   194   194   165 
140   165   165   165   165    141

 

将 A4 中元素求和可得相邻高差不为 5 的锁具数为 6 306 把。但这 

6306 把锁具中包含了仅有一个、两个槽高的锁具，需要从其中减

去，需减去的锁具的个数为 

6  C2  1C1   C2   C3   C4   426 
6 5 5 5 5 

 

其中，第一个 6 为仅有 1 个槽高的锁具；C2 为 1, 2, 3, 4, 5, 6 这 6 
6 

 

个数中取两个的取法，但扣除 1、6 这一种取法； C1,C2,C3,C4 

是 
5 5 5 5 

 

5 个槽中有 1,2, 3, 4 个槽用所取出的这两个数中的一个。 

最后得到一批锁具的个数为 6306 -426=5880。这样，就用图论的

知识成功地解决了一批锁具的数量问题，这个方法比用别的方法

简便，且容易推广。 

（2）最大不能互开锁具数求解。 

销售时每 60 个锁具装一箱，求出最大不能互开的锁具数。首先， 

由 5.7.2 知 满 足 要 求 的 合 格 锁具 共 有  5880 种 组 合 ，

可 令 (xi1, xi2 , xi3 , xi4 , xi5 ) 表示五个槽槽高分别为 xi1, xi2 , xi3 , xi4 , xi5 的

一个锁具。记 H1 是所有槽高之和为奇数的锁具集合， H2 是所有

槽高之和为偶数的锁具集合，在有奇数个槽，每个槽有偶数高度的

情况下，集合 H1 和 H2 之间存在双射: H1  H2 ，其对应关系为 

(x , x  , x  , x  , x  ) (x' , x' , x' , x' , x' ) 
i1      i 2      i3    i4     i5 i1 i2 i3  i4 i5 

 

其中 x' 
 7  x ( j  1, 2,..., 5) ，所以 H 和 H 各有 2940 个元素。然后， 
ij ij 1 2 

 

将每个合格锁具都看作一个顶点，能够互开的两个顶点连一

条边。可计算出互开总对数为 22778，所以共有 22778 条边。因

为能互开的锁具奇偶性不同，所以 H1 和 H2 之间有边相连，而 H1 和

H2 内部无边相连，即构成一个二分图。 

最大不能互开锁具数，即为此图的最大独立顶点数。即 
 



 “最大独立顶点数=顶点总数–最大对集的边数” 

由于此图的邻接关系比较复杂，所以从理论上求出最大对集是很困

难的，在这里我们可以用“匈牙利算法”来求解二分图的最大独立

顶点数，即最大不能互开锁具数. 

首先求出 H1 、H2 和它们之间的邻接矩阵W ，再用 Matlab 软件求

解可得到最大对集e 及其边数 2940。所以最大独立顶点数=5880- 

2940 =2940，即为最大不能互开锁具数。 

（五）课堂总结（5 分

钟） 总结本次课的教学内

容： 

（1） ：最小费用流问题及其算法； 

（2） ：复杂案例的建模方案。 

课后作业 继续思考锁具装箱问题，形成完整的竞赛论文。 



 


