
第九章  统计分析 
 

教学内容 第一节 回归分析 

 

 

 
教学目标 

知识目标： 

理解回归分析的概念；会用 Matlab 软件处理回归分析问题。 

能力目标：通过实例演示、问题驱动等方式激发学生学习的积极

性，通过观察对比、学生交流、师生交流、小组探究等多种形式， 培养

学生的逻辑思维能力、分析判断能力、和解决问题能力。 

素质目标： 

培养学生敢于质疑、善于分析、勇于创新的精神；培养学生的自 

主学习意识和团队协作精神；培养学生脚踏实地、不畏艰辛、锲

而不舍的精神。 

授课学时 2 学时 

教学重点 Matlab 软件求解回归分析问题 

教学难点 回归分析模型的建立。 

 

教学方法 

采用问题驱动法、案例演示法、启发式讲授法及自主学习法相结

合，以教师的讲解为主，学生的课堂报告、分组讨论为辅，充分 

调动学生学习的主动性和思考问题的积极性。 

教学手段 
以课堂讲授为主，主要是多媒体课件和板书相结合的形式。同时 

借助在线资源，如慕课、雨课堂等平台。 

 

 
 

教学过程 

（一）由引例出发，介绍一元线性回归模型的概念（约 15 分

钟） 

【教师活动】先引入具体案例，由案例出发，引导学生预测变量

间的函数关系的可能形式。 

案例 1：合金的强度 y(kg/mm2 ) 与其中的碳含量 x(%) 有比较 

密切的关系，现有一批数据如下表，试研究这些数据之间的规律

性。 





观测数据 

x 0.1 

0 

 

0.11 
0.1 

2 

0.1 
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0.1 
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0.1 

6 

0.1 

7 

0.1 

8 

0.2 

0 

0.2 
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4 
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0 

42. 

5 

45. 

0 

45. 

5 

45. 

0 
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5 

49. 

0 

51. 

0 

50. 

0 
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0 

57. 

5 

59. 

5 

解：首先利用 Matlab 软件绘出散点图如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

图 9.1 合金强度与碳含量关系散点图 

从散点图 9.1 中可知，所有数据点基本上聚集在某一条直线附近，这说明变量 y 与 x 

大致上可以看作线性关系。不过这些点又 

不都在一条直线上，这表明 y 与 x 之间的关系不是确定性关系。实际上合金的强度 y 除

了与碳含量 x 有一定的关系外，还受到许多其他因素的影响。因此 y 与 x 之间可以

假定有如下结构式： 

y  0  1x  , （9.1） 

 

因此可以假定 y 与 x 大致上为线性关系。即可以建立一元线 
 

性回归模型： 

 y  0   1 x  ， 


E( )  0, D( )   2 (未知) 

 

 

（9.2） 

 

其中 0 为回归常数， 1 为回归系数，自变量 x 为回归变量。 
 

 N(0, 2 
) 为随机误差。 

 

在（9.1）式两端同时取期望可得： y  0  1x ，称为 y 对 x 的 
 



回归直线方程。 



 知识点 1：一元线性回归模型具体形式如下： 

 y  0   1 x  ， 

E( )  0, D( )   2 (未知) 


其中 0 为回归常数， 1 为回归系数，自变量 x 为回归变量。 

 

 N(0, 2 
) 为随机误差。 

 

【学生活动】讨论自变量和因变量间的函数关系情况，并分析原

因。 

【设计意图】从学生熟知的实际问题出发，更容易切入问题， 提高学生

的学习积极性。 

（二）采用类比法，介绍多元线性回归的概念。（约 15 分钟） 

一元线性回归是反映一个因变量与一个自变量的之间关系的回归

模型，而在实际应用中，某个因变量（响应变量）通常与多个自变

量（因素）之间存在相互依赖关系，这时就需要利用多元回归模型

进行描述。 

知识点 2：多元线性回归模型可以表示为 
 

 y  0   1 x1    m xm    i , 
 N (0, 2 

), 
(9.3)

 
  i 

其中 未知，   (0 , 1, , m ) 称为回归系数向量。

现得到一个样本容量为 n 的样本，其观测数据为 

(yi ,xi1 , ,xim ), i=1, ,n(n  m) . 

代入（9.3），得 

 yi    0   1 xi1    m xim    i , 
 N (0, 2 ),i  1, , n. 

（9.4）
 

  i 

记 

1 x11 x1m    y1 

X  
  

,Y  
  

, 

    （9.5） 
1 x

n1 
x

nm   yn 
  (1 , ,n ) ,   (0 , 1 , , m ) . T T 

 






 N (0, 2 ). 

于是（9.4）可以写成矩阵形式： 

Y  X    , 

 

 

（9.6） 

 

（三）结合案例，讲授多项式回归的概念（约 15 分钟） 

知识点 3：多项式回归模型是线性回归模型的一种，此时回归函数关于回归系数是

线性的。由于任一函数都可以用多项式逼近，因此多项式回归有着广泛应用。如

果从数据的散点图上发现 

y 与 x 呈较明显的二次（或高次）函数关系，或者用线性模型的 
 

效果不太好，就可以选用多项式回归。在随机意义下，一元多项式回归的数学

模型可以表达为 

y  0  1x  

2 

x2     xn   , 

 

其中 为随机误差，满足 E( )  0, D( )   2 。 

案例 2：将 17 至 29 岁的运动员每两岁一组分为 7 组，每组两人测量其旋转定向

能力，以考察年龄对这种运动能力的影响。现得到一组数据如表 9.2 所示，试建立

二者之间的关系。 

表 9.1 年龄与运动能力关系测量数据 

年龄 17 19 21 23 25 27 29 

第一人 20.48 25.13 26.15 30.0 26.1 20.3 19.35 

第二人 24.35 28.11 26.3 31.4 26.92 25.7 21.3 

解： 先画出散点图如图 9.2 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 9.2 观测结果散点图 

从图中可以看出，数据的散点图明显地呈现两端低中间高的形状，所以应拟合

n 



2 1 0 

一条二次曲线。建立二次多项式模型 

y  a x2  a x  a   . 



  输出结果中，p 返回拟合多项式的系数向量，即回归预测方程为 

y  0.2003x2 8.9782x  72.2150 . 

（四）采用问题驱动法、案例演示法，针对实际数据，综合多

种建模方法，建立多元二次多项式回归模型（40 分钟） 

【教师活动】给出具体的案例数据，让学生自由讨论，并随机选

择学生到台上阐述自己建立模型的思路，最后老师总结步骤。 

案例 3：根据表 9.2 某猪场 25 头育肥猪 4 个胴体性状的数据资料，

试进行瘦肉量 y 对眼肌面积（ x1 ）、腿肉量( x2 )、腰肉量( x3 ) 的多元回

归分析。 

表 9.2 某养猪场数据资料 

 

序

号 

瘦肉量 
y (kg) 

眼肌面

积x1 

(cm2) 

腿肉量 

x2 (kg) 

腰肉量 

x3 (kg) 

 

序号 
瘦肉量 

y (kg) 

眼肌面

积x1 

(cm2) 

腿肉量 

x2 (kg) 

腰肉量 

x3 (kg) 

1 15.02 23.73 5.49 1.21 14 15.94 23.52 5.18 1.98 

2 12.62 22.34 4.32 1.35 15 14.33 21.86 4.86 1.59 

3 14.86 28.84 5.04 1.92 16 15.11 28.95 5.18 1.37 

4 13.98 27.67 4.72 1.49 17 13.81 24.53 4.88 1.39 

5 15.91 20.83 5.35 1.56 18 15.58 27.65 5.02 1.66 

6 12.47 22.27 4.27 1.50 19 15.85 27.29 5.55 1.70 

7 15.80 27.57 5.25 1.85 20 15.28 29.07 5.26 1.82 

8 14.32 28.01 4.62 1.51 21 16.40 32.47 5.18 1.75 

9 13.76 24.79 4.42 1.46 22 15.02 29.65 5.08 1.70 

10 15.18 28.96 5.30 1.66 23 15.73 22.11 4.90 1.81 

11 14.20 25.77 4.87 1.64 24 14.75 22.43 4.65 1.82 

12 17.07 23.17 5.80 1.90 25 14.35 20.04 5.08 1.53 

13 15.40 28.57 5.22 1.66      

要求： 

（1） 求 y 关于 x1, x2, x3 的线性回归方程 

y c0 c1x1 c2x2 c3x3 ， 

计算c0,c1,c2,c3 的估计值； 

（2） 对上述回归模型和回归系数进行检验（要写出相关的统 

计量）； 

（3） 试建立y 关于 x1, x2, x3 的完全二项式回归模型。 

 



 解 （1）记 y, x
1
, x

2
, x

3 的观察值分别为 b
i 
,a

i1
,a

i2
,a

i 3 ，i 1,2, ,25， 

1 a
11 

a
12 

a
13 

b
1 

X ， Y . 
1  a

25,1     
a

25,2     
a

25,3 
b

25 

用最小二乘法求c ,c ,c ,c 的估计值，即应选取估计值c ，使当 
0    1    2    3 j 
 

cj cj ， j 0,1,2, 3 时，误差平方和 

25 25 25 

Q 2 (b b̂ )2 (b c c a c a c a  )2
 

i i i i 0 1  i1 2  i2 3  i 3 
i  1 i  1 i 1 
 

达到最小。为此，令 

Q 
0 ， j 0,1,2, 3 

cj 

得到正规方程组，求解正规方程组得c ,c ,c ,c 的估计值 
0    1    2    3 

 

[c ,c ,c ,c ] (XT X) 1XTY . 
0    1    2  3 

 

求得 

c
0 

0.8539 ， c1 
0.0178 ， c2 2.0782 ， c3 1.9396 . 

（2）因变量 y 与自变量 x1, x2, x3 之间是否存在线性关系是需要检验

的，显然，如果所有的 | c  | (j 1, 2, 3) 都很小，y 与 x , x , x 的

线 
j 1 2 3 
 

性关系就不明显，所以可令原假设为 

H0 : cj 0, j 1,2, 3 . （9.6） 

n n n 

记 m 3 ，n 25 ，Q e2 (b b )2 ，U (b b )2 ，这 
i i i i 
i  1 i  1 i 1 
 

里 b c c a c a   （ i 1, ,n ）， 
1  n 

。当 H  成立时 
i 0 1  i1 m  im b 

n 
b

i 0 
i 1 

统计量 

F 
U / m 

~ F(m,n m 1)， 
Q / (n m 1) 

在显著性水平 下，若 

F (m, n m 1) F F  (m, n m 1) ， 
1    /2 /2 

 

接受H ；否则拒绝。 
0 
 



求 得 统 计 量 F 37.7453   ， 查 表 得 上 /2 分 位 数 

 



 F
0.025 

(3, 21) 3.8188 ，因而拒绝（9.6）式的原假设，模型整体上通过

了检验。 

当（9.6）式的 H 
0 被拒绝时， j 不全为零，但是不排除其中若干个

等于零。所以应进一步作如下 m 1 个检验 

H (j) : c 0, j 0,1,2, 3 （9.7） 
0 j 

 

当H (j) 成立时 
0 

 

j  
/  c

jj 

t   ~ t(n m 1) ， j 

Q / (n m 1) 

这 里 c   是 (XT X) 1  中 的 第 (j, j) 个 元 素 ， 对 给 定 的 ， 若  
jj 

 

| t  | t (n m 1) ，接受H ( j ) ；否则拒绝。 
j 0 

2 

 

求得统计量 

t0 0.6223 ， t1 0.6090 ， t2 7.7407 ， t3 3.8062 ， 

查表得上 /2 分位数 t (21) 2.0796 。 
0.025 

 

对于（9.7）式的检验，在显著性水平 0.05 时，接受 H ( j )  : c  0 
0 j 

 

（ j 0,1 ），拒绝 H ( j )  : c 0 （ j 2, 3 ），即变量 x 对模型的影响是 
0 j 1 

 

不显著的。建立线性模型时，可以不使用x 。 
1 

 

（3）求得的完全二次项模型为 

y 17.0988 0.3611x1 2.3563x2 18.2730x3 0.1412x1x2 

0.4404x x 1.2754x x 0.0217x 2 0.5025x 2 0.3962x 2. 
1  3 2  3 1 2 3 

 

【学生活动】自由讨论，阐述思路。 

（五）课程思政（3 分钟） 

结合人的年龄与身体内脂肪含量的关系的回归分析模型， 引导

学生养成好的生活习惯，健康饮食，锻炼身体。 

（六）课堂总结（2 分钟） 

总结本次课的教学内容： 

（1） ：回归分析模型； 

（2） ：回归分析模型的 Matlab 求

解。 
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课后作业 本章的课后题 1、2。 
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教学内容 第二节 聚类分析 

 

 

 

 

 

教学目标 

知识目标： 

理解常用的聚类分析方法；掌握用 Matlab 软件进行聚类分析的

方法。 

能力目标：通过实例演示、问题驱动等方式激发学生学习的积极 

性，通过观察对比、学生交流、师生交流、小组探究等多种形式， 培养学

生的逻辑思维能力、分析判断能力、和解决问题能力。 

素质目标： 

培养学生敢于质疑、善于分析、勇于创新的精神；培养学生的自 

主学习意识和团队协作精神；培养学生脚踏实地、不畏艰辛、锲

而不舍的精神。 

授课学时 2 学时 

教学重点 常用的聚类分析方法。 

教学难点 用 Matlab 软件进行聚类分析 

 
教学方法 

采用问题驱动法、案例演示法、启发式讲授法及自主学习法相结

合，以教师的讲解为主，学生的课堂报告、分组讨论为辅，充分 

调动学生学习的主动性和思考问题的积极性。 

教学手段 
以课堂讲授为主，主要是多媒体课件和板书相结合的形式。同时 

借助在线资源，如慕课、雨课堂等平台。 

 

 

 

 
教学过程 

（一）采用讲授法，介绍常用的多种聚类分析方法的相关概念（约 

45 分钟） 

系统聚类分析法是目前使用最多的一种方法，一般方法是： 设

有 N 个样品，初始时这 N 个样品各自成一类，然后计算样品之

间的距离，将距离最小的类并为一新类，再计算并类后的新类与

其他类的距离，又将距离最小的两类并为一新类，这样每次减少

一些类，直到将 N 个样品合并成一类为止。 

知识点 1：最短距离法。 
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最短距离法将两样品间的距离定义为一个类中所有个体与另一类

中的所有个体间距离的最小者。设有 N 个样品， dij 表示 

第 i 个样品与第 j 个样品之间的距离，用 G1,G2 , ,GN 表示初始

类，并类的原则是：类与类之间距离最近的两类合并。用 Dpq  表 

示 Gp , Gq 之间的距离，规定 

Dpq   min{dij }, p  q 
iGp 

jGq 

 

当 p  q 时， Dpq  0 

 

最短距离法就是以 Dpq 准则进行聚类，其聚类步骤为： 
 

1） 规定样品之间的距离，计算 N 个样品中两两之间的距离

dij ,i, j 1,2,    , N ，得到对称矩阵 D(0)  dij  ，初始时每个样品

自成一类，故 Dpq  dpq ； 

2） 选择 D(0) 中最小非零元素，设为d pq ，于是将Gp , Gq 并类， 

记为Gr  Gp ,Gq ； 

3） 计算新类Gr 与其他类Gk (k  p, q) 的距离 

Drk  min{dij }  min{min{dij }, min{dij }}  min{Dpk , Dqk }, 
iGr iGp iGq 
jGk jGk jGk 

 

将 D(0) 中的第 p, q 行及第 p, q 列上的元素按照步骤 2）合并成一个新

类，记为Gr ，对应于新行、新列得到的矩阵记为 D(1) ； 

4） 对 D(1) 重复上述 1）、2）的做法，得到 D(2) ； 
 

5） 继续下去，直到所有元素并为一类为止。 

如果某一步 D(k) 中最小的非零元素不唯一，对应于这些最小元素

的类可以同时合并。 

知识点 2：最长距离法。 

最长距离法中两类合并的准则是类与类之间距离最长的两类合

并，即 
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 Dpq   max{dij }, p  q 
iGp 

jGq 

最长距离法与最短距离法聚类步骤完全一样，只是距离准则不

同。 

设某一步将Gp , Gq 合并为一类，记为Gr 。则Gr 与其他类Gk 的 

距离公式 

Drk  max{dij }  max{max{dij }, max{dij }}  max{Dpk , Dqk }, 
iGr iGp iGq 

jGk jGk jGk 

再找距离最大的并类，直到所有元素并为一类为止。 

最长距离法克服了最短距离法连接聚合的缺陷，但是当数据有较大

的离散程度时，易产生较多类。与最短距离法一样，受异常值影响较

大。 

知识点 3：中间距离法。 

如果类与类之间的距离既不采用最长距离法，也不采用最短距离

法，而釆用介于两者之间的距离，就称为中间距离法。 

设某一步将Gp , Gq 合并为一类，记为Gr 。则Gr 与其他类Gk 的距离

公式： 

D
2 
 

1 
D

2 
 

1 
D

2 
  D2 

,  
1 
   0, 

kr 
2   

kp 
2   

kq pq 
4

 

其中，  常取为 
1 
。 

4 

由于距离公式是平方的形式， 故只需在第一步中记 

D2 
(0)  (d 2)，其余步骤不变。 

ij 

 

知识点 4：质心法 
 
( p) (q) 

设 Gp , Gq 的重心分别是 X 和 X ，则Gp , Gq 之间的距离定义 
 

为 

 
Dpq    ( X  X )  ( X  X )  d  ( X , X ) 

( p) (q)  T ( p) (q) 2 ( p) (q) 
 

 

 

用这种距离进行聚类的方法，叫做质心法（或重心法）。 
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设某一步将G , G 合并为一类，记为G , G , G 的质心为 X 
( p) 和 

p q r p q 

 
 

 

X (q) ，若各类的样品个数分别为 N , N ，则 G 类的样品个数为 
p q r 

 
 
Nr   Np  Nq ，质心 X 为 
(r ) 

 

 

X (r )  
1 

(N X ( p)  N X (q) ) 
N 

p q 

r 

 

则 Gr  与其他类Gk  的距离公式（在此釆用欧氏距离）： 

 
D2     

N
p  D2    

N
q  D2    

N
p 

N
q D2 

kr 
N kp N kq N 2 pq 

r r r 
 
 

知识点 5：类平均法。 
 

一个类的重心，虽然有很好的代表性，但未能充分利用各样品的信

息，于是提出了利用两类元素中两两之间的距离平方的平均值作为类

与类之间的距离，即 

 

D2  
    1 

  d 2 
pq 

N  N 
ij 

p q iGp jGq 

 

利用这种距离的聚类法叫类平均法。

类平均法的聚类递推公式： 

D2  
    1    

  d 2  
    1    

(   d 2    d 2 )  
Np 

D2   

 
Nq  

D2
 

kr 
N N 

ij 
N N 

ij ij 
N 

kp 
N 

kq 

k      r iGk    jGr k      r    iGk   jGp iGk   jGq r r 

 

知识点 6：离差平方和法。 
 

该方法的基本思想来源于方差分析，如果类分得准确，同类样品

的离差平方应当较小，而类与类之间的离差平方和应当较大，从

而提出了离差平方和法。 

设将 N 个样品分成 k 个类 : G ,G , ,G  用 X 
(i ) 表示 G 中第 i 

个 
1 2 k (i ) i 

 
 

样品， Nt 表Gt 中的样品个数， X (t ) 表示Gt 的质心，则Gt 的样品离

差平方和是 

Nt           

S  ( X (i)  X )T ( X (i)  X ) 
t (i) t (i) t 

i 1 
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k 个类的离差平方和是 
 
k Nt           

S   ( X (i)  X )T ( X (i)  X ) 
(i) ) t (i ) t 

t 1 i 1 

 

当k 固定时，要选择使得S 达到最小值的分类结果。具体做法

是：先将 N 个样品各自分成一类，然后每次缩小一类，每缩小

一类后的离差平方和就要增大，选择使S 增大最小的两类合并，

直到所有样品归为一类为止。 

离差平方和法的聚类递推公式： 
 

D2   
Np  Nk  D2    

Nq  Nk  D2   
N

k D2
 

kr Nr  N  kp Nr  N  kq Nr  N  pq k   k   k 

（二）采用讲授法，介绍 Matlab 软件与聚类分析相关的命令。 

（约 15 分钟） 

（三）采用案例启发法，根据若干国家和地区的部分数据，对其

进行分类（约 25 分钟） 

根据信息基础设施的发展状况，对世界 20 个国家和地区进行分类。 

表 9.3 20 个国家和地区信息基础设施数据 

 
序号 

country and 
region call movecall fee computer mips net 

 

1 美 国 631.60 161.90 0.36 403.00 26073.00 35.34 

2 日 本 498.40 143.20 3.57 176.00 10223.00 6.26 

3 德 国 557.60 70.60 2.18 199.00 11571.00 9.48 

4 瑞 典 684.10 281.80 1.40 286.00 16660.00 29.39 

5 瑞 士 644.00 93.50 1.98 234.00 13621.00 22.68 

6 丹 麦 620.30 248.60 2.56 296.00 17210.00 21.84 

7 新加坡 498.40 147.50 2.50 284.00 13578.00 13.49 

8 中国台湾 469.40 56.10 3.68 119.00 6911.00 1.72 

9 韩 国 434.50 73.00 3.36 99.00 5795.00 1.68 

10 巴 西 81.90 16.30 3.02 19.00 876.00 0.52 

11 智 利 138.60 8.20 1.40 31.00 1411.00 1.28 
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  12 墨西哥 92.20 9.80 2.61 31.00 1751.00 0.35  

13 俄罗斯 174.90 5.00 5.12 24.00 1101.00 0.48 

14 波 兰 169.00 6.50 3.68 40.00 1796.00 1.45 

15 匈牙利 262.20 49.40 2.66 68.00 3067.00 3.09 

16 马来西亚 195.50 88.40 4.19 53.00 2734.00 1.25 

17 泰 国 78.60 27.80 4.95 22.00 1662.00 0.11 

18 印 度 13.60 0.30 6.28 2.00 101.00 0.01 

19 法 国 559.10 42.90 1.27 201.00 11702.00 4.76 

20 英 国 521.10 122.50 0.98 248.00 14461.00 11.91 

描述信息基础设施的变量主要有六个：(1)call——每千人拥有电话

线 数 ； (2)movecall—— 每 千 房 居 民 蜂 窝 移 动 电 话 数 ；  

(3)fee——髙峰时期每三分钟国际电话的成本；(4)computer—— 

每千人拥有的计算机数；|(5)mips——每千人中计算机功率(每秒百

万指令)；(6)net——每千人互联网络户主数。（数据摘自 1997 年《世

界竞争力报告》）。 

解：釆用欧氏距离和重心距离法进行分类，利用 Matlab 编程，可得

聚类图如图 9.3 所示。 

 

图 9.3 聚类图 

从聚类图看，结合实际情况分析釆用重心距离法把 20 个国家和

地区分为三类： 

第Ⅰ类：美国、瑞典、丹麦； 

第Ⅱ类：德国、法国、瑞士、新加坡、英国、日本、中国台湾、

韩国； 

第Ⅲ类：印度、俄罗斯、泰国、马来西亚、智利、匈牙 

利、波兰、巴西、墨西哥。 
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 其中第Ⅰ类为欧美发达国家，信息基础设施发展非常成熟，为最好，可以

单独分成一类。第Ⅱ类中的国家是德国、法国、日本等发达国家，新

加坡、韩国等新兴工业化国家和地区中国台湾， 这几十年来发展迅

速，努力赶超发达国家，在信息基础设施的发展上已非常接近发达国

家。第Ⅲ类中的国家为转型国家和亚洲、拉美等发展中国家，这些国

家经济较不发达，基础设施薄弱，属于信息基础设施比较落后的国家。 

（四）课堂总结（5 分钟） 

总结本次课的教学内容： 

（1） ：常见的聚类分析的方法； 

（2） ：聚类分析的 Matlab 软件实现。 

课后作业 课下巩固学习 Matlab 软件求解聚类分析问题。 
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教学内容 第三节 主成分分析 

 

 

 

 

 

教学目标 

知识目标： 

理解主成分分析法的基本理论；掌握用 Matlab 软件进行主成分

分析的方法。 

能力目标：通过实例演示、问题驱动等方式激发学生学习的积极 

性，通过观察对比、学生交流、师生交流、小组探究等多种形式， 培养学

生的逻辑思维能力、分析判断能力、和解决问题能力。 

素质目标： 

培养学生敢于质疑、善于分析、勇于创新的精神；培养学生的自 

主学习意识和团队协作精神；培养学生脚踏实地、不畏艰辛、锲

而不舍的精神。 

授课学时 2 学时 

教学重点 主成分分析的基本理论。 

教学难点 用 Matlab 软件进行主成分分析。 

 
教学方法 

采用问题驱动法、案例演示法、启发式讲授法及自主学习法相结

合，以教师的讲解为主，学生的课堂报告、分组讨论为辅，充分 

调动学生学习的主动性和思考问题的积极性。 

教学手段 
以课堂讲授为主，主要是多媒体课件和板书相结合的形式。同时 

借助在线资源，如慕课、雨课堂等平台。 

 

 

 

 
 

教学过程 

（一）采用讲授法，介绍主成分分析的基本理论（约 45 分钟） 

知识点 1：主成分分析法的思想。 

将原来 p 个指标作线性组合，作为新的综合指标，但是这种线性

组合，如果不加限制，则可以有很多。为了让这种综合指标反

映足够多的原来的信息，要求综合指标的方差要大，即若 Var  F1 

 越大，表示 F1 包含的信息越多，因此在所有线性组合中选取的 F1 

应该是方差最大的，故称 F1 为第一主成分。如果第一主成分不足

以代表原来 p 个指标的信息，再考虑选取第二个 
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 组合 F2 ，称F2 为第二主成分。为了有效地反映原来的信息， F1 中

已有的信息就不需要出现在 F2 中。数学表达式就是要求 Cov 

F1 
, F

2  =0。依此类推，可以构造出第三，第四，……，第 p 个主

成分，这些主成分之间不仅不相关，而且它们的方差是依次递减

的。在实际工作中，通常挑选前几个最大主成分，虽然可能会失

去一小部分信息，但抓住了主要矛盾。 

知识点 2：主成分分析法的原理与步骤。 

设有 p 项指标 X1 , X2 ,⋯， X p ，每个指标有n 个观测数据， 得到原

始数据资料矩阵 

 x11 x12 x1 p 

x x x   




X     21 22 2 p  ( X , X , , X ) 
  1 2 p 
 
x x x   




         n1 n2 np 

其中 

 x1i 
x  

X     2i  ， i=1, 2, , p 
i  

 
x 


  ni 

用矩阵 x 的 p 个向量 X1 , X2 ,⋯, X p 作线性组合为： 

 F1     a11 X1  a21 X 2    ap1 X p 
 

F   a   X    a X    a X 
  2 12     1 22      2 p2     p 





Fp    a1 p X1   a2 p X 2    app X p 

简写成 

Fi     a1i X1  a2i X 2   api X p （ i=1, 2, , p ） 

为了不使 Fi 的方差为无穷大，对上述方程组的系数要求 

a  
2  
 a 

2  
  a  

2  
 1（ i=1, 2, , p ）,且系数a 由下列原则决定： 

1i 2i pi ij 

 

（1） Fi 与 Fj （ i  j ）不相关； 

（2） F1 是 X1 ，…， X p 的一切线性组合（系数满足上述方

程组）中方差最大的一个， F2 是 F1 不相关的 X1 ，…， X p 一切线 
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 性组合中方差最大的一个，…， Fp 是与 F1  ， F2 ，…， Fp 1 都不相

关的 X1 ，…， X p 的一切线性组合中方差最大的一个。 

定理 在上述条件下， a1i ， a2i ，…， api （ i=1, 2, , p ）是 X 

的协方差矩阵的特征值对应的特征向量 

设 F  a X   a X    a  X a
T 

X ，其中， a  (a , a , , a )
T , 

1     1 2     2 p      p 1      2 p 
 

a   (a  , a  , , a  )
T  ， X  ( X , X , , X )

T ，记 为 X 的协方差矩 
i i1      i 2 ip 1 2 p 
 

阵， F  (F , F , , F )
T 。 

1 2 p 
 

该定理表明 X1 ，…， X p 的主成分是以 的特征向量为系数 

的线性组合，它们互不相关且其方差为  的特征根，由于  的

特征根 1   2    p >0，所以 Var  F  ≥Var F   ≥…≥Var Fp  >0。 
1 2 

 

在解决实际问题时，一般不全取 p 个主成分，而是根据累计贡

献率的大小取前k 个。 

k 

      
i

 

定义 称 i 为第 i 个主成分的贡献率，称  i 1 为前 k 个主 
p p 

i i 

i1 i 1 

 

成分的累计贡献率。 

显然，贡献率越大，表明该成分综合的信息越多。 

通过上述主成分分析的基本原理，归纳主成分分析计算步骤如

下： 

（1） 对原来的 p 个指标进行标准化，以消除变量在量纲上

的影响。 

（2） 根据标准化后的数据矩阵求出相关系数矩阵 

R  rij  ， 
p p 

 

 r11 r12 r1 p 

r r r   




R   
21 22 2 p 

 

r r r 
 p1 p 2 pp 

其中 rij  （ i, j=1, 2, , p ）为原变量的 xi 与 xj 之间的相关系数，其计 
 



131 
 

 

 


       

2 n 
        

2 
ki i kj j 

i 1 k 1 

 

 

, p

 a2 

k 1 

aik 

 

ik 

n 

p 

a 

2 

算公式为  
xki   xi xkj   x j 

rij 
k 1 

 

 

(3) 求出相关系数矩阵的特征根 i （ i =1，2，…， p ）和对

应的特征向量 ei  （ i=1, 2, , p ），其中 eij  表示向量 ei  的第 j 个分 

量。 

(4) 计算主成分贡献率及累计贡献率，主成分 zi 的贡献率为 

 

 

 
 

累计贡献率为 

i 
 

 

k 

k 1 

 
, (i  1, 2, 

 
 

 


k 

 k 1 , (i  1, 2, 


k 

k 1 

 

一般取累计贡献率达 85%~95%的特征根 1 ， 2 ， 应的第一，第二，

 ，第 k k  p 个主成分。 

(5) 计算主成分载荷，其计算公式为 

 

 

 
k 所对 

aij   pzi , x j  i eij i, j 1, 2, 

得到各主成分的载荷矩阵 A  aij 。 

(6) 对主成分载荷归一化，对 ai   ai1, ai2 , , aip  ， 
 

a 
i1 

 

2 

i 2 
  a

2
  1 ，归一化得 

 
* 

ik 

 

 
, i =1, 2. 

 

 

(7) 写出主成分的表达式。 

（二）采用讲授法，介绍 Matlab 软件的相关命令。（约  15 分钟） 

p 

i 

 a 
ip 
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（三）采用案例启发法，根据我国多年的宏观投资数据，进行主成分分析（约 

25 分钟） 
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, x5 

 

 

 
17 

 

 

  
17 

 

(a  

  
 

 

 j ,sj 

1 2 

表 9.4 1984 年—2000 年宏观投资效益主要指标 

 

年份 

投资效果

系数（无 
时滞） 

投资效果

系数（时 
滞一年） 

全社会固

定资产交 
付使用率 

建设项目

投产率 

基建房屋

竣工率 

1984 0.71 0.49 0.41 0.51 0.46 

1985 0.40 0.49 0.44 0.57 0.50 
1986 0.55 0.56 0.48 0.53 0.49 

1987 0.62 0.93 0.38 0.53 0.47 
1988 0.45 0.42 0.41 0.54 0.47 

1989 0.36 0.37 0.46 0.54 0.48 

1990 0.55 0.68 0.42 0.54 0.46 
1991 0.62 0.90 0.38 0.56 0.46 

1992 0.61 0.99 0.33 0.57 0.43 

1993 0.71 0.93 0.35 0.66 0.44 
1994 0.59 0.69 0.36 0.57 0.48 
1995 0.41 0.47 0.40 0.54 0.48 

1996 0.26 0.29 0.43 0.57 0.48 

1997 0.14 0.16 0.43 0.55 0.47 
1998 0.12 0.13 0.45 0.59 0.54 

1999 0.22 0.25 0.44 0.58 0.52 

2000 0.71 0.49 0.41 0.51 0.46 

解：用 x , x , 分别表示投资效果系数（无时滞），投资效 
 

果系数（时滞一年），全社会固定资产交付使用率，建设项目投 

产率，基建房屋竣工率。用 i 1,2, ,17 分别表示 1984 年，1985 

年，…，2000 年，第i 年第 j 个指标变量x 的取值记作a  ，构造 
j ij 

 

矩阵 A 。 
 

基于主成分分析法的评价和排序步骤如下。 

（1） 对原始数据进行标准化处理 

将各指标值a 转换成标准化指标a ， 
ij ij 

 

a
ij 

a
ij j 

s ，（ i 1,2, ,17 ； j 1,2, , 5 ） 

j 

 
 

其中 ， s 

 
，( j 

 
)，即 

 

为第 j 个指标的样本均值和样本标准差。对应地，称 

x 
x j j ，（ j 
j s 

 

1,2, , 5 ） 

j 
 

为标准化指标变量。 

j 
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（2） 计算相关系数矩阵R 
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 相关系数矩阵 R (r ) 
ij  5 5   

 

17 

a
ki 
a

kj 

r  k  1 ，（ i, j 1,2, , 5 ） 
ij 17 1 

式中 rii 1 ， rij rji ， rij 是第 i 个指标与第 j 个指标的相关系数。 

（3） 计算特征值和特征向量 

计算相关系数矩阵 R 的特征值 0 ，及对应的 
1 2 5 
 

标准化特征向量 u , u , ,u ，其中 u (u  ,u , ,u )T ，由特征向 
1    2 5 j 1j 2 j 5 j 

 

量组成5个新的指标变量 

y
1 

u
11
x

1 
u

21
x

2 
u

51
x

5 

y
2 

u
12
x

1 
u

22
x

2 
u

52
x

5 

y
5 

u
15
x

1 
u

25
x

2 
u

55
x

5 

式中y 是第1主成分， y 是第2主成分，…， y 是第5主成分。 
1 2 5 

 

（4） 选择 p （ p 5 ）个主成分，计算综合评价值 

i）计算特征值 (j 1, 2, , 5) 的信息贡献率和累积贡献率。 
j 
 

称 

 
j 

bj 5 
（ j 1,2, , 5 ） 

k 

k 1 
 

为主成分y 的信息贡献率； 
j 

 

p 

k 
 k  1  

p 5 

k 

k 1 
 

为主成分 y , y , , y 的累积贡献率，当 接近于1 
1    2 p p 

 

（ 0.85, 0.90, 0.95 ）时，则选择前 p 个指标变量 y , y , , y 作为 
p 1    2 p 

 

p 个主成分，代替原来5个指标变量，从而可对p 个主成分进行

综合分析。 

ii）计算综合得分 

p 

Z bjyj 

j 1 
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 其中b 为第 j 个主成分的信息贡献率，根据综合得分值就可进行 
j 
 

评价。 

利用Matlab软件求得相关系数矩阵的前5个特征根及其贡献率如

表9.3。 

表9.3 主成分分析结果 

序号 特征根 贡献率 累计贡献率 

1 3.1343 62.6866 62.6866 

2 1.1683 23.3670 86.0536 

3 0.3502 7.0036 93.0572 

4 0.2258 4.5162 97.5734 

5 0.1213 2.4266 100.0000 

可以看出，前三个特征根的累计贡献率就达到 93%以上，主成分分

析效果很好。下面选取前三个主成分进行综合评价。前三个特征根对

应的特征向量见表 9.4。 

表9.4 标准化变量的前4个主成分对应的特征向量 
 x 

1 
x 
2 

x 
3 

x 
4 

x 
5 

第1特征 
向量 

0.490542 0.525351 -0.48706 0.067054 -0.49158 

第2特征 
向量 

-0.29344 0.048988 -0.2812 0.898117 0.160648 

第3特征 
向量 

0.510897 0.43366 0.371351 0.147658 0.625475 

由此可得三个主成分分别为 

y1 0.491x1 0.525x2 0.487x3 0.067x5 0.492x5 

y2 0.293x1 0.049x2 0.281x3 0.898x4 0.161x5 

y3 0.511x1 0.434x2 0.371x3 0.148x4 0.625x5 

分别以三个主成分的贡献率为权重，构建主成分综合评价模型： 

Z 0.6269y1 0.2337y2 0.076y3 

把各年度的三个主成分值代入上式，可以得到各年度的综合评价

值以及排序结果 

（四）课堂总结（5 分钟） 

总结本次课的教学内容： 

（1）：主成分分析的原理与步骤； 
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 （2）：主成分分析的 Matlab 软件实现。 

课后作业 课下巩固学习 Matlab 软件求解主成分分析问题。 

 
 


