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摘　要　对取自均值为λ的指数分布的缺失数据，在完全随机缺失、右删失、非随机缺失三种缺失机制下，分别推

导了参数的极大似然估计，并做了随机模拟．
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１　引言

Ｒｏｄｅｒｉｃｋ　Ｊ．Ａ．在文献［１］中将数据的缺失机

制分为了三种，简单来说，就是缺失概率与所有变量

无关的完全随机缺失（ＭＣＡＲ）；缺失概率与缺失变

量无关的随机缺失机制（ＭＡＲ）；缺失概率与缺失变

量有关的非随机缺失（ＮＭＡＲ）．对缺失数据的处理

主要有去掉缺失数据、插值方法和基于模型的处理

方法，例如极大似然方法．文献［１］和［２］给出了正

态总体缺失数据处理以及一些具体的实例．
本文给出了取自指数分布总体的缺失数据在完

全随机缺失，右删失和非随机缺失三种缺失机制下

的参数的极大似然估计．所得到的参数估计不仅包

括指数分布均值的估计，还有不同区间上的缺失概

率的估计，以及不同缺失区间的分段点的估计．文

章最后给出了随机模拟，验证上述估计的正确性，随

之样本容量的增大，估计是越来越接近未知参数的

真值．

２　不同删失情形下的极大似然估计

设总体Ｘ服从参数为λ的指数分布，即Ｘ～ｅ
（λ）．取自该总体的容量为ｎ的样本的一组删失数

据的观测值，不妨记为

ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ０，ｙｎ０＋１，ｙｎ０＋２，…，ｙｎ０＋ｎ１，

其中ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ０为观测到的ｎ０ 个数据，ｙ１，ｙ２，

…，ｙｎ１为缺失的ｎ１ 个数据，ｎ０＋ｎ１＝ｎ．随机变量Ｒ
为缺失因子，Ｒ＝１表示数据缺失，反之Ｒ＝０为数

据未缺失．则对于上述观测值有，

Ｒｉ＝０，ｉ＝１，２，…，ｎ０，

Ｒｉ＝１，ｉ＝ｎ０＋１，ｎ０＋２，…，ｎ．
令

Ｐ（Ｒ＝１｜ｘ）＝ｍ（ｘ）

表示缺失概率函数．则上述观测结果发生的可能性

的大小为
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ｆ　ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ０，Ｒ１ ＝０，…，Ｒｎ０ ＝０（ ，

Ｒｎ０＋１ ＝１，…，Ｒｎ０＋ｎ１ ＝ ）１

＝ ∏
ｎ

ｊ＝ｎ０＋１
Ｐ　Ｒｊ ＝（ ）１∏

ｎ０

ｉ＝１
ｆ　ｘｉ，Ｒｉ＝（ ）０

＝ Ｐ　Ｒ＝（ ）（ ）１　 ｎ１∏
ｎ０

ｉ＝１
ｆ　Ｒｉ＝０｜ｘ（ ）ｉ ｆ　ｘ（ ）（ ）ｉ ．

注意到，

Ｐ　Ｒ＝（ ）１　＝ （ ）Ｅ　Ｒ ＝Ｅ　Ｅ　Ｒ｜（ ）（ ）Ｘ　＝ （ ）（ ）Ｅ　ｍ　Ｘ ，

结合指数分布的密度函数，上述观测结果的似然函

数为

Ｌ（）λ ＝ （ ）（ ）（ ）Ｅ　ｍ　Ｘ　 ｎ１λｎ０ｅ－λ∑
ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ∏

ｎ０

ｉ＝１
１－ｍ　ｘ（ ）（ ）ｉ ．

（１）

下面，我们对于几种常见的缺失形式分别给出

参数的极大似然估计．

２．１　 缺失方式为完全随机缺失

当缺失方式为完全随机缺失时，即

Ｐ（Ｒ＝１｜ｘ）＝ｐ， （２）

此时缺失概率与变量值无关．似然函数（１）可化为

Ｌλ，（ ）ｐ ＝ｐｎ１λｎ０ｅ
－λ∑
ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ　 １　－（ ）ｐ　ｎ０．

其对数似然函数为

ｌｎ　Ｌλ，（ ）（ ）ｐ ＝ｎ１ｌｎｐ＋ｎ０ｌｎλ－λ∑
ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ＋ｌｎ　１　－（ ）ｐ ，

分别关于λ，ｐ求偏导，建立似然方程组如下，

ｌｎ　Ｌλ，（ ）（ ）ｐ
λ ＝ｎ０λ－∑

ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ＝０

ｌｎ　Ｌλ，（ ）（ ）ｐ
ｐ ＝ｎ１ｐ－

１
１－ｐ＝

烅

烄

烆 ０

，

求解得λ，ｐ的极大似然估计为，

λ＝ １

ｐ＝ｎ１
烅

烄

烆 ｎ

． （３）

２．２　 缺失方式为右删失

当缺失方式为右删失时，即

Ｐ（Ｒ＝１｜ｘ）＝
１　ｘ＞ｃ

０ ｘ≤
烅
烄

烆 ｃ
， （４）

此时数据为右删失数据．似然函数（１）可化为

Ｌλ，（ ）ｐ ＝Ｐ　Ｘ＞（ ）ｃ　ｎ１λｎ０ｅ
－λ∑
ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ ＝ｅ－λｃｎ１λｎ０ｅ

－λ∑
ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ，

ｘ（１）≤ｘ（２）≤ … ≤ｘ（ｎ０）≤ｃ．
其中ｘ（ｉ），ｉ＝１，…，ｎ０ 为将观测值按从小到大的顺

序排列第ｉ位的观测值．其对数似然函数为

ｌｎ　Ｌλ，（ ）（ ）ｐ ＝－λｃｎ１＋ｎ０ｌｎλ－λ∑
ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ， （５）

由（５）式易知，对数似然函数为ｃ的单调递减函数，

故ｃ的极大似然估计为

ｃ＝ｘ（ｎ０）．
（５）式关于λ求导，建立似然方程如下，

ｄｌｎ　Ｌλ，（ ）（ ）ｐ
ｄλ ＝－ｃｎ１＋ｎ０λ－∑

ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ＝０，

求解得λ，ｃ的极大似然估计为，

λ＝ ｎ０

ｘ（ｎ０）ｎ１＋∑
ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ

ｃ＝ｘ（ｎ０

烅

烄

烆 ）

． （６）

２．３　 非随机缺失方式

考虑更为一般的缺失方式，

Ｐ（Ｒ＝１｜ｘ）＝
ｐ　ｘ＞ｃ

ｑ　ｘ≤
烅
烄

烆 ｃ
， （７）

不妨设ｐ＞ｑ，将观测值按从小到大的顺序重新排序

为ｘ（１）≤ｘ（２）≤ … ≤ｘ（ｎ０）．此时似然函数为

　Ｌλ，ｐ，ｑ，（ ）ｃ ＝ ｐｅ－λｃ＋ｑ（１－ｅ－λｃ（ ））ｎ１λｎ０

ｅ－λ∑
ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ １　－（ ）ｐ　ｎ０－∑

ｎ０

ｉ＝１
Ｉ｛Ｘｉ≤ｃ｝ １　－（ ）ｑ ∑

ｎ０

ｉ＝１
Ｉ｛Ｘｉ≤ｃ｝． （８）

求（８）式的最大值，可令ｃ分别取ｘ（ｉ），ｉ＝１，…，ｎ０，

此时∑
ｎ０

ｉ＝１
Ｉ｛Ｘｉ≤ｃ｝＝ｉ，求Ｌλ，ｐ，ｑ，ｘ（ｉ（ ）） 的最大值，即


ｐ
Ｌ λ，ｐ，ｑ，ｘ（ｉ（ ）） ＝０


ｑ
Ｌ λ，ｐ，ｑ，ｘ（ｉ（ ）） ＝０


λ
Ｌ λ，ｐ，ｑ，ｘ（ｉ（ ）） ＝

烅

烄

烆
０

，

经过化简得，

ｐ＝ｎ１ｑ＋ｑｉ－ｎ１ｎｑ－ｎ＋ｉ

ｅλｘ（ｉ）＝ ｎ
（１－ｑ）

ｎ－ｎｑ－ｉ

－ｎ１ｘ（ｉ）＋ｘ（ｉ）ｎｑ＋ｎ０λ－∑
ｎ０

ｉ＝１
ｘｉ＝

烅

烄

烆 ０

，

该方程组含超越方程，可通过 ｍａｔｌａｂ求出数值解，

记为λｉ，ｐｉ，ｑｉ．此时似然函数的最大值为Ｌ（λｉ，ｐｉ，

９２
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ｑｉ，ｘ（ｉ））．易找到ｋ，使得

Ｌλｋ，ｐｋ，ｑｋ，ｘ（ｋ（ ）） ＝ ｍａｘ
ｉ＝１，…，ｎ０

Ｌλｉ，ｐｉ，ｑｉ，ｘ（ｉ（ ）） ，

则λ，ｐ，ｑ，ｃ的极大似然估计分别为

λ＝λｋ，ｐ＝ｐｋ，ｑ＝ｑｋ，ｃ＝ｘ（ｋ）．

３　 模拟结果

取均值为２（λ＝０．５）的指数分布，分别按照下

述三种缺失方式产生相应的随机数，并求参数的极

大似然估计．
（１）当缺失方式为完全随机缺失时，不妨取式（２）

中ｐ＝０．３．先产生服从均值为２的指数分布的ｎ个

随机数，再按此种缺失方式产生一组缺失数据，代入

到（３）式中计算估计值，具体计算结果见表１．可见当

ｎ＝１００时估计值已经比较接近参数的真值．

表１　ｐ＝０．３，λ＝０．５模拟结果

参数 ｎ＝５０　 ｎ＝１００　 ｎ＝１　０００

ｐ　 ０．２８　 ０．３０００　 ０．３０２０

λ ０．５６８３　 ０．５１８３　 ０．５０７２

　　（２）当缺失方式为右删失时，不妨取式（４）中ｃ＝

２．８．先产生服从均值为２的指数分布的ｎ个随机

数，再按此种缺失方式产生一组缺失数据，代入到
（６）式中计算估计值，具体计算结果见表２．可见当

ｎ＝１０００时估计值比较接近参数的真值．

表２　ｃ＝２．８，λ＝０．５模拟结果

参数 ｎ＝５０　 ｎ＝１００　 ｎ＝１　０００

ｃ　 ２．７９６４　 ２．７９６４　 ２．７９８９

λ ０．５５１１　 ０．５５３４　 ０．５０８３

　　（３）非随机缺失方式，不妨取（７）式中ｃ＝２．８，

ｐ＝０．８，ｑ＝０．２，λ＝０．５．先产生服从均值为２的指

数分布的ｎ个随机数，再按此种缺失方式产生一组

缺失数据，具体计算结果见表３．可见由于未知参数

较多，当ｎ＝１０００时估计值才比较接近未知参数的

真值．

表３　ｃ＝２．８，ｐ＝０．８，ｑ＝０．２，λ＝０．５模拟结果

参数 ｎ＝５０　 ｎ＝１００　 ｎ＝１　０００

ｃ　 ２．７９６４　 ２．８２３２　 ２．８０１７

λ ０．３６７０　 ０．４８８１　 ０．５１４５

ｐ　 ０．７７６７　 ０．８０５６　 ０．７９６２

ｑ　 ０．０８０６　 ０．１８１７　 ０．２０７８
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（上接第２７页）

学生是否会和老师课后及时交流（０．１０５）所占比重

较大，它是评估的重点，也是加强和改进的重点．

５　结论

本研究采用模糊数学原理对教师课堂教学质量

进行综合评价，合理考虑各种因素对教学质量的影

响，它可以与定性和定量因素相结合，扩大信息量，

具有明确的理论和可操作性，评价结果优良、公正，

为教学质量等级确定提供了科学依据．然而，在模糊

综合评判中，评价矩阵和权重，评价矩阵和权重向量

被确定为某些主观因素．由于调查的样本量不够大，

仅限于我校的一些教师，缺少高水平和实践经验丰

富的专家进行打分统计权重，课堂教学的评价因素

较少，这些都是值得今后进一步调查研究，并得到更

加科学合理的课堂教学评价．
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