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１　引言

我们引入服从两点分布的随机变量Ｘｉｊ，事件Ａ
发生时，Ｘｉｊ＝１，反之Ｘｉｊ＝０，且Ｐ　Ｘｉｊ（ ）＝１ ＝ｐｉ．将

Ｘｉｊ写成如下形式，注意到每一行的随机变量是独立

同分布的．
Ｘ１１，

Ｘ２１，Ｘ２２，

Ｘ３１，Ｘ３２，Ｘ３３，
……，

Ｘｎ１，Ｘｎ２，Ｘｎ３，…，Ｘｎｎ．

令Ｘｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘｎｉ，则Ｘｎ 服从二项分布Ｂ（ｎ，ｐｎ）．对

于二项分布的计算，我们知道可以用泊松分布和正

态分布两种分布 来 近 似 计 算．当ｌｉｍ
ｎ→!
ｎｐｎ ＝λ时，文

献［１］指出此时泊松分布要好于正态分 布．很 多 文

献（文献［２，３］等）都介绍过二项分布的泊松逼近，
但鲜有文献涉 及 到 泊 松 逼 近 的 收 敛 速 度．文 献［３］

利用矩母函数和累积生成函数推导出了Ｅｄｇｅｗｏｒｔｈ
展开式，揭示了正态逼近的收敛速度．受此启发，本

文借助矩母函数给出了二项分布泊松逼近的收敛速

度，并同正态逼近做了对比，精确比较了在不同情况

下两种近似分布的优劣．

２　 泊松逼近的收敛速度

我们分两种情况来讨论泊松逼近的收敛速度，
分别为ｎｐｎ ＝λ，以及ｌｉｍ

ｎ→!
ｎｐｎ ＝λ．

２．１　 考虑ｎｐｎ ＝λ的情况

利用泊松分布、二项分布的矩母函数，以及傅里

叶变换等工具，我们得到二项分布的泊松逼近的收

敛速度如下．
定理１　若Ｘｎ 服从二项分布Ｂ（ｎ，ｐｎ），且ｎｐｎ ＝

λ．令Ｆｎ（ｘ）表示Ｘｎ 的分布函数， （）Ｇ　ｘ 为Ｐ（λ）的分

布函数．则有

Ｆｎ（ｘ）＝Ｇ（ｘ）＋Ｏ １（ ）ｎ ． （１）

证明 　Ｘｎｉ 的矩母函数为

ψＸｎｉ（ｔ）＝Ｅｅ
ｔＸｎｉ ＝１＋ｐｎ（ｅｔ－１），

注 意 到ｌｉｍ
ｎ→!
ｐｎ ＝０，故 对 矩 母 函 数 取 对 数，利 用

ｌｏｇ（１＋ｘ）的幂级数展开得，
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ｌｏｇ（ψＸｎｉ（ｔ））＝ｌｏｇ（１＋ｐｎ（ｅ
ｔ－１））

＝ｐｎ（ｅｔ－１）－１２
（ｐｎ（ｅｔ－１））２

　＋１３
（ｐｎ（ｅｔ－１））３＋…，

故有，

ψＸｎｉ（ｔ）＝ｅｘｐ｛ｐｎ（ｅ
ｔ－１）－１２

（ｐｎ（ｅｔ－１））２

　＋１３
（ｐｎ（ｅｔ－１））３＋…｝

因为Ｘｎ ＝∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘｎｉ，则Ｘｎ 的矩母函数为

ψＸｎ（ｔ）＝ｅｘｐ｛ｎｐｎ（ｅ
ｔ－１）－１２ｎ

（ｐｎ（ｅｔ－１））２

　＋１３ｎ
（ｐｎ（ｅｔ－１））３＋…｝

＝ｅｘｐ｛λ（ｅｔ－１）－１２ｎ
（λ（ｅｔ－１））

２

　＋ １３ｎ２
（λ（ｅｔ－１））３＋…｝

＝ｅｘｐ｛λ（ｅｔ－１）＋∑
!

ｉ＝１
∑
!

ｊ＝２
ａｉｊ

１（ ）ｎ
ｉ

ｔ　ｊ｝

＝ｅｘｐ｛λ（ｅｔ－１）｝１＋∑
!

ｉ＝１
∑
!

ｊ＝２
ｂｉｊ

１（ ）ｎ
ｉ

ｔ［ ］ｊ
（２）

其中ａｉｊ，ｂｉｊ 分别为常数系数．因为

　　ｅｘｐ｛λ（ｅｔ－１）｝＝ｅｘｐλｔ＋λｔ
２

２ ＋∑
!

ｋ＝３

ｔｋ
ｋ｛ ｝！

　　 ＝ １＋∑
!

ｋ＝３
ｃｋｔ（ ）ｋ　ｅｘｐλｔ＋λｔ

２｛ ｝２ （３）

将式（３）代入式（２），得

ψＸｎｉ（ｔ）＝ｅ
λ（ｅｔ－１）＋ｅλｔ＋

λｔ２
２∑

!

ｉ＝１
∑
!

ｊ＝２
ｒｉｊ

１（ ）ｎ
ｉ

ｔ　ｊ

＝ｅλ（ｅ
ｔ－１）＋ｅλｔ＋

λｔ２
２∑

!

ｉ＝１

１（ ）ｎ
ｉ

ｒｉ（ｔ）． （４）

其中ｒｉ（ｔ）＝∑
!

ｊ＝２
ｒｉｊｔ　ｊ．

令Ｇ（ｘ）为Ｐ（）λ 的 分 布 函 数，Ｎ（ｘ）表 示 正 态

分布Ｎ（λ，λ）的分布函数．不难验证，

∫
＋!

－!
ｅｔｘｄＧ（ｘ）＝ｅλ（ｅ

ｔ－１），

∫
＋!

－!
ｅｔｘｄＮ（ｘ）＝ｅλｔ＋

λｔ２
２ ．

以１
ｎ

的一次项为例，找到Ｒ１（ｘ），使得下式成立，

∫
＋!

－!
ｅｔｘｄＲ１（ｘ）＝ １ｎｅ

λｔ＋λｔ
２
２ｒ１（ｔ）．

可验证，

Ｒ１（ｘ）＝ １ｎｒ１
（$）（Ｎ（ｘ））＝ １ｎ

（∑
!

ｊ＝２
ｒ１ｊ $ｊ）（Ｎ（ｘ）），

其中 $为 求 导 算 子．同 理 可 得 到 Ｒｊ（ｘ），ｊ ＝ １，

２，．．．，满足

∫
＋!

－!
ｅｔｘｄＲｊ（ｘ）＝ １ｎｅ

λｔ＋λｔ
２
２ｒｊ（ｔ）．

对（４）式逆展开，可得

Ｆｎ（ｘ）＝Ｇ（ｘ）＋Ｒ１（ｘ）＋Ｒ２（ｘ）＋…，
即得（１）式，定理得证．

根据上述定理的结果，泊松逼近的收敛速度为

Ｏ １（ ）ｎ ．由文献［３］的Ｅｄｇｅｗｏｒｔｈ展 开 式（定 理１．

１６）可得，正态逼近的收 敛 速 度 为Ｏ
１
槡（ ）ｎ ．所 以 当

ｎｐｎ ＝λ时，泊松逼近是好于正态逼近的．

２．２　 考虑ｌｉｍ
ｎ→!
ｎｐｎ ＝λ的情况

当ｌｉｍ
ｎ→!
ｎｐｎ ＝λ时，我们考虑泊松逼近的收敛速度

应当与ｎｐｎ 收敛于λ的速度有关，所以不妨设ｎｐｎ ＝

λ＋Ｏ １
ｎ（ ）α ，则关于泊松逼近的收敛速度有如下定理．

定理２　 若 Ｘｎ 服 从 二 项 分 布Ｂ（ｎ，ｐｎ），且

ｎｐｎ ＝λ＋Ｏ １
ｎ（ ）α ，α＞０．令Ｆｎ（ｘ）表示Ｘｎ 的分布函

数，Ｇ（ｘ）为Ｐ（λ）的分布函数．有

Ｆｎ（ｘ）＝
Ｇ（ｘ）＋Ｏ １（ ）ｎ ，α≥１

Ｇ（ｘ）＋Ｏ １
ｎ（ ）α ，α＜

烅

烄

烆 １
． （５）

证明 　 与式（２）类似的推导可得Ｘｎ 的矩母函

数为

　ψＸｎ（ｔ）＝ｅｘｐ｛ｎｐｎ（ｅ
ｔ－１）－１２ｎ

（ｐｎ（ｅｔ－１））２

　＋１３ｎ
（ｐｎ（ｅｔ－１））３＋…｝ （６）

对（６）式 作 进 一 步 化 简，并 将ｎｐｎ ＝λ＋Ｏ １
ｎ（ ）α 代

入得，

ψＸｎ（ｔ）＝ｅｘｐ｛ｎｐｎ（ｅ
ｔ－１）｝

　＋∑
!

ｉ＝１
∑
!

ｊ＝２
∑
!

ｋ＝２
ａｉｊｋ

１（ ）ｎ
ｉ

ｔ　ｊ（ｎｐｎ）ｋ

＝ｅｘｐ｛λ（ｅｔ－１）｝＋Ｏ １
ｎ（ ）α （ｅｔ－１）

　＋∑
!

ｉ＝１
∑
!

ｊ＝２
∑
!

ｋ＝２
ａｉｊｋ

１（ ）ｎ
ｉ

ｔ　ｊ λ＋Ｏ １
ｎ（ ）（ ）α

ｋ

＝ｅｘｐ｛λｅｔ－（ ）１ ｝１＋∑
!

ｉ＝α
∑
!

ｊ＝１
ｂｉｊｔ　ｊＯ

１
ｎ（ ）｛ ｝ｉ ·

　 １＋∑
!

ｉ＝１
∑
!

ｊ＝２
ｃｉｊＯ

１
ｎ（ ）ｉ ｔ｛ ｝ｊ

＝
ｅλ ｅｔ－（ ）１　 １＋∑

!

ｉ≥α
∑
!

ｊ＝１
ｒｉｊＯ

１
ｎ（ ）ｉ ｔ（ ）ｊ α≤１

ｅλ ｅｔ－（ ）１　 １＋∑
!

ｉ＝１
∑
!

ｊ＝２
ｒｉｊＯ

１
ｎ（ ）ｉ ｔ（ ）ｊ α＞

烅

烄

烆
１
．

５４



高 等 数 学 研 究 ２０２０年７月

采用定理１类似的方法，可证得（５）式．
由上述定 理 的 结 果，以 及Ｅｄｇｅｗｏｒｔｈ展 开 式，

可以看出当α＞１２
时，泊松逼近均好于正态逼近；而

当α＝１２
时，两者收敛速度差不多；当α＞１２

时，正

态逼近好于泊松逼近．具体的比较结果见表１．

表１　两种近似分布的收敛速度比较

分布 α≥１ １
２＜α＜１ α＝１２ α＜１２

泊松

逼近
Ｏ １（ ）ｎ Ｏ １

ｎ（ ）α Ｏ
１
槡（ ）ｎ Ｏ １

ｎ（ ）α
正态

逼近
Ｏ
１
槡（ ）ｎ Ｏ

１
槡（ ）ｎ Ｏ

１
槡（ ）ｎ Ｏ

１
槡（ ）ｎ

３　模拟结果

针对上述两个定理的结果，随机模拟了几种情

况下两种 近 似 分 布 的 收 敛 速 度．表２是 当ｎｐｎ＝λ

时的情况，不妨取Ｘｎ 服从Ｂ（ｎ，８ｎ
）．由表２可见，

泊松分布在ｎ＝１０００时已经非常接近二项分布，而

正态逼近在ｎ＝２０００时才接近二项分布．

表２　Ｂ（ｎ，８ｎ
）两种近似分布的收敛速度比较

分布
Ｐ（Ｘｎ≤１） Ｐ（Ｘｎ≤５） Ｐ（Ｘｎ≤１０）Ｐ（Ｘｎ≤１５）

ｎ＝１００　 ｎ＝５００　 ｎ＝１　０００　 ｎ＝２　０００

二项分布 ０．００２３１９　 ０．１８９０２３　 ０．８１６６８５　 ０．９９１８９５

泊松分布 ０．００３０１９　 ０．１９１２３６　 ０．８１５８８６　 ０．９９１７６９

正态分布 ０．００４９３７　 ０．１４２４７９　 ０．７６１１３１　 ０．９９３４２８

当ｎｐｎ＝λ＋Ｏ １
ｎ（ ）α 时，我们模拟了１

２＜α＜１
时

的情况，不妨取α＝６７
，模拟结果见表３．可以看出，

泊松逼近的效果要明显好于正态逼近，泊松逼近在

ｎ＝５００时已非常接近二项分布．

表３　Ｂ　ｎ，
７

ｎ＋ｎ（ ）１
７

两种近似分布的收敛速度比较

分布
Ｐ（Ｘｎ≤１） Ｐ（Ｘｎ≤５） Ｐ（Ｘｎ≤１０）Ｐ（Ｘｎ≤１５）

ｎ＝１００　 ｎ＝５００　 ｎ＝１　０００　 ｎ＝２　０００

二项分布 ０．００６８０９　 ０．３０３２７３　 ０．９０３５４８　 ０．９９７６７３

泊松分布 ０．００７２９５　 ０．３００７０８　 ０．９０１４７９　 ０．９９７５９３

正态分布 ０．０１０１６９　 ０．２２６５７３　 ０．８７４２０８　 ０．９９８７９８

　　表４、表５分别是α＜１２
（取α＝１５

），α＝１２
时的

模拟情况，由表４可以看出此时泊松逼近的效果明

显不如正态逼近（正态逼近在ｎ＝１０００时已非常接

近二项分布）．由表５可以看出当α＝１２
时，两者收

敛速度差不多．

表４　Ｂ　ｎ，
７

ｎ＋ｎ（ ）４
５

两种近似分布的收敛速度比较

分布
Ｐ（Ｘｎ≤１） Ｐ（Ｘｎ≤５） Ｐ（Ｘｎ≤１０）Ｐ（Ｘｎ≤１５）

ｎ＝１００　 ｎ＝５００　 ｎ＝１　０００　 ｎ＝２　０００

二项分布 ０．０３６８６２　 ０．５４０１１５　 ０．９７２３２１　 ０．９９９６８８

泊松分布 ０．００７２９５　 ０．３００７０８　 ０．９０１４７９　 ０．９９７５９３

正态分布 ０．０３３０８６　 ０．４２５９９５　 ０．９６９０９８　 ０．９９９９４５

表５　Ｂ　ｎ，
８

ｎ＋槡（ ）ｎ 两种近似分布的收敛速度比较

分布
Ｐ（Ｘｎ≤１） Ｐ（Ｘｎ≤５） Ｐ（Ｘｎ≤１０）Ｐ（Ｘｎ≤１５）

ｎ＝１００　 ｎ＝５００　 ｎ＝１　０００　 ｎ＝２　０００

二项分布 ０．００４６４９　 ０．２２２５３１　 ０．８４０２７２　 ０．９９３３４０

泊松分布 ０．００３０１９　 ０．１９１２３６　 ０．８１５８８６　 ０．９９１７６９

正态分布 ０．００７８５７　０．１６６５７１　 ０．７９０８６０　 ０．９９４９１５

　　最后，我们还模拟了α＞１时 的 情 况，取α＝２，

即Ｘｎ～Ｂ　ｎ， ７
ｎ＋ｎ（ ）－１ ，结果见表６．由表６可知，当

ｎ＝２００时，泊 松 分 布 的 值 就 已 经 很 接 近 二 项 分 布

了，而在ｎ＝２０００时，正态分布才很接近二项分布，

因此当α＞１时，二项分布的泊松逼近收敛速度快于

正态逼近的收敛速度．

表６　Ｂ　ｎ， ７
ｎ＋ｎ（ ）－１ 两种近似分布的收敛速度比较

分布
Ｐ（Ｘｎ≤１） Ｐ（Ｘｎ≤５） Ｐ（Ｘｎ≤１０）Ｐ（Ｘｎ≤１５）

ｎ＝１００　 ｎ＝５００　 ｎ＝１　０００　 ｎ＝２　０００

二项分布 ０．００６０１７　 ０．２９６１７７　 ０．９０２２２８　 ０．９９７６４０

泊松分布 ０．００７２９５　 ０．３００７０８　 ０．９０１４７９　 ０．９９７５９３

正态分布 ０．００９３５１　 ０．２２０８１２　 ０．８７２４１６　 ０．９９８７７３
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