


dell
矩形



第２２卷 第１期
２０１９年１月

高　等　数　学　研　究
ＳＴＵＤＩＥＳ　ＩＮ　ＣＯＬＬＥＧＥ　ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＳ

Ｖｏｌ．２２，Ｎｏ．１
Ｊａｎ．，２０１９

ｄｏｉ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００８－１３９９．２０１９．０１．００５

收稿日期：２０１７　１０　２８　修改日期：２０１７—１２－１０
基金项目：国家自然科学基金（６１５０３３１８，１１３７１０２９，７１６７２１６６），山

东省高校科研计划项目（Ｊ１３ＬＩ０６）．
作者简介：李斐（１９８２－），女，山东烟台，博士，讲师，研究方向多元

统计分析，Ｅｍａｉｌ：ｆｅｉｌｉ＠ｙｔｕ．ｅｄｕ．ｃｎ．

双参数指数截尾分布参数估计相合性的证明

李 斐，吕 文，李 琴
（烟台大学 数学与信息科学学院，山东 烟台 ２６４００５）

摘　要　给出了双参数指数分布截尾寿命试验样本的联合分布，得到了参数的极大似然估计，并证明了该估计的
相合性．
关键词　双参数指数分布；截尾寿命试验；相合性；平均寿命

中图分类号　Ｏ２１２．１　　　文献标识码　Ａ　　　文章编号　１００８　１３９９（２０１９）０１　００３４　０２

Ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｔｗｏ－ｐａｒａｍｅｔｅｒ　Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ

Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｕｎｄｅｒ　Ｃｅｎｓｏｒｉｎｇ　Ｌｉｆｅ　Ｔｅｓｔ
ＬＩ　Ｆｅｉ，ＬＶ　Ｗｅｎ，ａｎｄ　ＬＩ　Ｑｉｎ

（Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，Ｙａｎｔａｉ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｙａｎｔａｉ　２６４００５）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ｄｅｒｉｖｅｓ　ｔｈｅ　ｊｏｉｎｔ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓａｍｐｌｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｗｏ－ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ　ｄｉｓｔｒｉ－
ｂｕｔｉｏｎ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｃｅｎｓｏｒｉｎｇ　ｌｉｆｅ　ｔｅｓｔ．Ｔｈｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ′ｓ　ＭＬＥｓ　ａｒｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｉｅｓ　ａｒｅ
ｐｒｏｖｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ　ｔｗｏ－ｐａｒａｍｅｔｅｒ　ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ｃｅｎｓｏｒｉｎｇ　ｌｉｆｅ　ｔｅｓｔ，ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ，ｍｅａｎ　ｌｉｆｅ

１　 引 　 言

随机变量Ｘ服从双参数指数分布ｅ（λ，μ），其密
度函数为

ｆ（ｘ）＝λｅ－λ（ｘ－μ）， ｘ＞μ
文献［１］给出了单参数指数分布族的定数截尾

寿命样本的分布，及平均寿命θ＝λ－１的估计和该估
计的优良性．文献［２］给出了双参数指数分布截尾
寿命试验平均寿命θ，μ的无偏估计．本文给出了θ，μ
的极大似然估计，并证明了该估计的相合性．关于
双参数指数分布的其它统计推断结果可见文献［３
－６］．

２　 两参数指数截尾分布的参数估计

设总 体 Ｘ 服 从 两 参 数 指 数 分 布ｅ（λ，μ），
Ｘ１，．．．，Ｘｎ 为取自该总体的一个容量为ｎ的样本．

考虑定数截尾寿命试验，则Ｘ（１），．．．，Ｘ（ｒ）为该分布

的样本，其中Ｘ（１），．．．，Ｘ（ｒ）为Ｘ１，．．．，Ｘｎ的前ｒ位
的次序统计量．利用文献［２］中求次序统计量分布
的方法，不难得到Ｘ（１），．．．，Ｘ（ｒ）的分布如下，
引理 １　 若总体 Ｘ 服从两参数指数分布

ｅ（λ，μ），其定数截尾寿命试验样本Ｘ（１），．．．，Ｘ（ｒ）的

联合密度函数如下：

ｆｒ（ｘ１，．．．，ｘｒ）＝Ｐｒｎλｒｅｎλμｅ－λ（∑
ｒ

ｉ＝１
ｘｉ＋（ｎ－ｒ）ｘｒ），

μ≤ｘ１ ≤．．．≤ｘｒ． （１）
由因子分解定理，不难得到如下推论，
推论 ２　Ｘ（１），．．．，Ｘ（ｒ） 为两参数指数分布

ｅ（λ，μ）的定数截尾寿命试验样本，则（λ，μ）的充分
统计量为（Ｔ１，Ｔ２），其中

Ｔ１ ＝Ｘ（１），Ｔ２ ＝∑
ｒ

ｉ＝１
Ｘ（ｉ）＋（ｎ－ｒ）Ｘ（ｒ）． （２）

利用极大似然方法，可求得（λ，μ）的极大似然
估计为

μ＾＝Ｘ（１），λ^＝ｒ（∑
ｒ

ｉ＝１
Ｘ（ｉ）＋（ｎ－ｒ）Ｘ（ｒ）－ｎＸ（１））

－１，

则平均寿命θ＝λ－１ 的极大似然估计为

θ^＝ １ｒ
（∑
ｒ

ｉ＝１
Ｘ（ｉ）＋（ｎ－ｒ）Ｘ（ｒ）－ｎＸ（１）） （３）
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３　μ^，θ＾相合性的证明

定理３　Ｘ（１），．．．，Ｘ（ｒ）为两参数指数分布ｅ（λ，μ）

的定数截尾寿命试验样本，记Ｚ１ ＝ｎＸ（１），Ｚｒ ＝

∑
ｒ

ｉ＝１
Ｘ（ｉ）＋（ｎ－ｒ）Ｘ（ｒ），则Ｚ１，Ｚ２ 相互独立，且有

Ｚ１ ～ｅ（λ，ｎμ），Ｚｒ～Ｇａ（ｒ－１，λ）．
证明 　 令

Ｙ１ ＝ｎＸ（１）

Ｙ２ ＝ （ｎ－１）（Ｘ（２）－Ｘ（１））
…

Ｙｒ ＝ （ｎ－ｒ＋１）（Ｘ（ｒ）－Ｘ（ｒ－１））

（４）

则该变换的Ｊａｃｏｂｉ行列式Ｊ（Ｙ→Ｘ）＝Ａｒｎ，可得到

Ｙ１，．．．，Ｙｒ的联合密度函数如下，

ｆｒ（ｙ１，．．．，ｙｒ）＝λｒｅｎλμｅ－λ（ｙ１＋．．．＋ｙｒ），

ｙ１ ≥ｎμ，ｙ２，．．．，ｙｒ≥０． （５）

令

Ｚ１ ＝Ｙ１，Ｚ２ ＝Ｙ２，Ｚ３ ＝Ｙ２＋Ｙ３
…

Ｚｒ ＝Ｙ２＋．．．＋Ｙｒ

（６）

则Ｚ１，．．．，Ｚｒ的联合密度函数为，

ｆｒ（ｚ１，．．．，ｚｒ）＝λｒｅｎλμｅ－λ（ｚ１＋ｚｒ），

ｚ１ ≥ｎμ，０≤ｚ２ ≤．．．≤ｚｒ．
对ｚ２，．．．，ｚｒ－１积分，注意到Ｚ２，．．．，Ｚｒ－１应为ｒ

－２个独立同分布的（０，ｚｒ）上的均匀分布变量的次
序统计量，故Ｚ１，Ｚｒ的联合密度函数为

ｆ（ｚ１，ｚｒ）＝ λｒ－１

Γ（ｒ－１）
ｚｒ－２ｒ ｅ－λｚｒλｅ－λ（ｚ１－ｎμ），ｚ１ ≥ｎμ，ｚｒ≥０．

可见Ｚｒ～Ｇａ（ｒ－１，λ），Ｚ１ ～ｅ（λ，ｎμ）．

推论４　θ＾为θ的相合估计．
证明 　 由变换（４），（６）得，

θ＾＝ １ｒ
（∑
ｒ

ｉ＝１
Ｘ（ｉ）＋（ｎ－ｒ）Ｘ（ｒ）－ｎＸ（１））

＝ １ｒ
（Ｙ２＋．．．＋Ｙｒ）

由（５）式，及Ｚ１的分布知，Ｙ２，．．．，Ｙｒ独立同分
布，均服从ｅ（λ）的指数分布．故由大数定律得，

θ＾ →
Ｐ
θ （ｒ→ !）．

推论５　μ^为μ的相合估计．

证明　由变换（４），（６）得，^μ＝Ｘ（１）＝１ｎＺ１
，而

Ｚ１ ～ｅ（λ，ｎμ），不难得到

Ｅ^μ＝μ＋
１
ｎλ
，Ｄμ^＝

１
ｎ２λ２

．

由切贝晓夫不等式，得

Ｐ（｜^μ－（μ＋
１
ｎλ
）｜≥ε）≤ １

ｎ２λ２ε２

故 μ^ →
Ｐ
μ （ｎ→ !）．

４　 模拟结果

设总体 Ｘ 服从两参数指数分布ｅ（０．１，２），
Ｘ１，．．．，Ｘｎ 为取自该总体的一个容量为ｎ的样本．
Ｘ（１），．．．，Ｘ（ｒ）为其前ｒ个次序统计量，对以下几种

情况进行了模拟计算（表１）．不难看出，^μ，θ＾分别为

μ，θ的相合估计，且^μ的收敛速度要快于θ
＾

图１为ｎ＝５０００，１００００时θ＾的值，可以看出随着

ｒ的增大，θ＾收敛于θ．且当ｒ较小时，估计值存在一定

的偏差，这是因为θ＾并不是θ的无偏估计，而是渐进
无偏估计．

表１　ｅ（０．１，２）不同情况下估计的比较

分布
ｎ＝１００　 ｎ＝１００　 ｎ＝１　０００　ｎ＝１　００００

ｒ＝５０　 ｒ＝８０　 ｒ＝８００　 ｒ＝８０００

μ^ ２．２２　 ２．２２　 ２．００　 ２．００

θ^ ９．３１　 ９．６８　 ９．５８　 ９．９９８

图１　ｎ＝５　０００，１０　０００时θ
＾的值
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