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数学建模在高等数学教学中的应用案例研究数学建模在高等数学教学中的应用案例研究
◎李清华 王 旭 ( 烟台大学数学与信息科学学院，山东 烟台 264005)

【摘要】引入数学建模是高等数学教学的有效方式．本
文以返券销售系统设计为案例，通过构造消费效用函数和
利润函数设计最优策略模型，利用高等数学中的积分和偏
导运算解决实际问题．教学设计引入数学模型对学生理解
和应用高等数学具有积极作用．
【关键词】数学建模; 高等数学; 效用函数; 利润函数
【基金项目】2018 年度山东省本科教改重点项目“新工

科背 景 下 线 性 代 数 教 学 改 革 的 研 究 与 实 践”( 编 号:
Z2018S049) ．

1 引言
高等数学是现代各个学科知识的理论基础，其教学过

程中无处不体现着数学建模的思维方法．极限、微积分、连续
和微分方程等数学思想，以及待定系数法、最小二乘法、连
续离散化等数学方法都蕴含了数学模型的建构．数学建模
可以在抽象问题和实际问题之间建立联系．在高等数学的
教学过程中可以通过引入数学建模的内容和思维方法分析
实际问题，提升学生的数学建模意识和学习动力．本文以经
济生活中的返券促销现象实施数学模型的应用教学．

2 返券系统设计
某商店采用“返券”优惠促销，当消费者消费金额满

100 元时，该店可赠送 50 元的“返券”，不足 100 元的部分不
能获得返券．返券的用法是: 每消费 100 元的商品，可以使用
该店的 50 元返券，在付款时可以抵消 50 元，不足 100 元的
部分忽略不计．

根据这个问题可以进行延拓，进一步考虑商家如何设
计返券，从而获得最大利润．首先对符号进行说明．

表 符号说明

符号 含义

ω
消费者实际消费小于等于预期消费时，每单位一消费金额
的效用 ω＞1

α
消费者实际消费大于预期消费时，提高单位一消费金额的
边际效用 α＜1

x 消费者预期消费均值

Y1 得到返券至少消费的金额( 返券点)

Y2 使用返券至少消费的金额( 用券点)

Γ 返券面值

U 商家效用

V 商家净效用

2．1 消费者的消费行为
将消费者的消费行为分为两个阶段，第一个阶段是消

费者第一次消费得到返券，第二个阶段是消费者使用返券
进行抵扣消费．当消费者自我感觉最为划算的时候效用达
到最大．消费者对若干消费品的选择，在达到每一种消费品
的单位货币支付所得的边际效用相等时，实现最大总效用，
即称之为效用最大化原则［1］．

假设商家在没有使用返券促销活动的情况下，消费者
在两个阶段均按照自己的预期消费金额进行消费，设两次
预期消费金额的均值为 x．当商家使用返券活动时，在第一
个阶段，当消费者消费金额大于等于 Y1 时即可以得到价值
Γ 的返券，但是该返券并不能用于第一个阶段的消费，只能
用于第二个阶段消费抵扣．在第二个阶段，即返券使用时期，
当消费金额大于等于 Y2 时，消费者就可以使用返券来抵扣
本次消费，如果消费小于 Y 则不能使用该返券．

为更好地刻画消费者的行为，构建消费者消费的效用
函数［2］如下:

U( k) = ωs，
ωs+α( s－x) 2，{

其中 x 为消费者最佳的预期消费金额，s 为实际的消费
金额; ω 是消费者实际消费金额小于等于预期消费金额时，
每单位一消费金额的效用值( ω＞1) ; α 是消费者实际消费金
额大于预期消费金额时，提高单位一消费金额所得到的边
际效用( 0＜α＜1) ．消费者的净效用是效用与成本之差，定义
消费者消费行为中获得的净效用函数［3］为:

V( k) =
( ω－1) s，
( ω－1) s+( α－1) ( s－x) 2 ．{

图 商家销售效用及净效用

当 0＜s＜x，ω－1＞0 表示的是单位一消费金额的净边际
效用; 当 s＞k，α－1＜0 表示的是单位一消费金额的净边际效
用．净效用随着消费者的消费而提高，当消费者实际消费金
额 s 等于预期消费金额 x 时，净效用显然取得最大值，当实
际消费金额大于 x 时，净效用减少．

当返券点等于用券点时，消费者的预期消费一共有两
种情况，一是预期消费金额大于等于返券点和用券点，二是
预期消费金额小于返券点和用券点．当返券点不等于用券
点时，比第一种情况多了一种预期消费金额介于返券点和
用券点之间．因此一共有三种情况，在此一一进行讨论．

1．当消费者预期消费金额大于等于 Y1 和 Y2 时，消费者
可直接获得一张返券，并且在下次消费时也不需要提高预
期消费，可以直接使用返券进行抵扣消费．

2．当消费者预期消费金额同时小于 Y1和 Y2时，且 Y1 ＜Y2

时，消费者有两种消费方案，一是提高预期消费达到返券点
获得返券并使用返券，二是不提高预期消费，维持原消费金
额，消费者需要对这两种情况的效用进行衡量．这类消费者
如果没有参与反券促销活动，其净效用在预期消费金额时
达到最大．此时消费者如果为了获得返券而提高自己的预
期消费，那么根据净效用函数可以发现他的净效用是降低
的．但是商家会给消费者一张有价值的返券，如果这张返券
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给消费者带来的效用比获得返券而降低的净效用高，那么
消费者就会为了获得返券而提高消费; 反之，如果这张返券
给消费者带来的效用比获得返券而降低的净效用低，那么
消费者就不会提高预期消费．

定义返券的实际效用为
Ω = r·Γ，

其中 r 为返券的使用率．
消费者如果希望通过提高预期消费金额来得到返券，

应该满足如下条件:
α( Y1 － x) － ( Y1 － x) + α( Y2 － r·Γ － x) － ( Y2 － r·

Γ －x) ≥ 0．

根据公式，可以得到 x≥
1
2

Y1 + Y2 + r·Γ
α － 1( ) ，即 x∈

1
2

Y1 + Y2 + r·Γ
α － 1( ) ，min( Y1，Y2 )[ ) 时，消费者会提高预

期消费获得返券．反之，当 x∈ 0，
1
2

Y1 + Y2 + r·Γ
α － 1( )( ) 时，

消费者则不会提高预期消费来获得返券．

3．当消费者预期消费介于 Y1 和 Y2 时，分为两种情况:

Ⅰ．当返券点小于预期消费金额小于用券点，即 Y1 ＜
x ＜ Y2 时，消费者可以免费获得返券，但是下一次消费必须
提高预期消费才可以使用返券抵扣消费．消费者如果愿意
提高消费来使用返券，应该满足如下条件:

r·Γ + ( α － 1) ( Y2 － x) 2 ≥ 0，

根据公式，可以解得 x≥ Y2 － r·Γ
1 － α槡 ．因此，当预期消

费金额在 Y1，Y2 － r·Γ
1 － α槡[ ) 时，消费者可以得到返券而

且不需要提高预期消费便可以在第二次消费时使用返券进

行抵扣．当预期消费金额在 Y2 － r·Γ
1 － α槡 ，Y2[ ) 时，消费者

会得到返券并且在第二次消费阶段会提高预期消费，进而
可以使用返券进行抵扣．

Ⅱ．当用券点小于预期消费金额小于返券点，并且预期

消费金额在 Y2，Y1 － r·Γ
1 － α槡[ ) 时，消费者不会提高预期

消 费 金 额 来 获 得 返 券． 预 期 消 费 金 额 在

Y1 － r·Γ
1 － α槡 ，Y1[ ) 时，消费者会提高预期消费金额从而

得到返券，并且第二次消费仍然按照预期消费即可使用返
券进行抵扣．

2．2 商家利润函数
现在考虑商家的利润，要想研究商家使用返券后的利

润情况，需要同未使用返券促销的利润相比较，因此首先考
虑未使用返券时商家的盈利模型．

返券促销和其他的促销方式不尽相同，返券促销的对
象是在商店中消费达到一定数额的消费者．因此需考虑商
店中物品的平均预付资本，即平均进价 C 以及平均售价 P，
则利润可以表示为 π = P － C．利润率是剩余价值和全部的
预付资本的比率，利润率是剩余价值率的转化形式．利润率
可以考察商家预期利润的完成情况，也可以用于比较不同
商家和不同时期的经营管理水平，从而提高经济效益［4］．用
A( 0 ＜ A ＜ 1) 表示商家所销商品的平均利润．

当商家不使用返券促销，此时的利润模型［4］ 为:

π0 = ∫
b

0
Axf( x) dx = AE( x) = Ab

2
，

其中 b 为消费者预期消费的上限．
1．当 x ＜ Y1 ＜ Y2 时，商家的平均利润为

W = ∫
1
2 Y1+Y2+

r·Γ
α －1( )

0
［2·Axf( x) ］dx +

∫
Y1

1
2 Y1+Y2+

r·Γ
α －1( )

［( AY1 + AY2 － Γ) f( x) ］dx．

化简可得:

W = 2A∫
1
2 Y1+Y2+

r·Γ
α －1( )

0
xf( x) dx + A Y1 + Y2( )

∫
Y1

1
2 Y1+Y2+

r·Γ
α －1( )

f( x) dx － Γ∫
Y1

1
2 Y1+Y2+

r·Γ
α －1( )

f( x) dx．

2．当 x ＜ Y2 ＜ Y1 时，商家的平均利润为

W = ∫
1
2 Y1+Y2+

r·Γ
α －1( )

0
［2·Axf( x) ］dx +

∫
Y1

1
2 Y1+Y2+

r·Γ
α －1( )

［( AY1 + AY2 － Γ) f( x) ］dx．

3．当Y1 ＜ x ＜ Y2 时，商家的平均利润为:

W = ∫
Y2－

r·Γ
1－α槡

Y1

［2·Axf( x) ］dx +

∫
Y2

Y2－
r·Γ
1－α槡

［( Ax + AY2 － Γ) f( x) ］dx．

4．当 Y2 ＜ x ＜ Y1 时，商家的平均利润为:

W = ∫
Y1－

r·Γ
1－α槡

Y2

［2·Axf( x) ］dx +

∫
Y2

Y1－
r·Γ
1－α槡

［( AY1 + Ax － Γ) f( x) ］dx．

5．当 x≥ Y2 ＞ Y1 时，商家的平均利润为:

W = 2A ∫
b

Y2

xf( x) dx．

6．当 x≥ Y1 ＞ Y2 时，商家的平均利润为:

W = 2A ∫
b

Y1

xf( x) dx．

2．3 商家最优策略
现在考虑商家制定返券促销的最优策略模型，在此假

设返券点和用券点相同，记 Y1 = Y2 = Y．通过商家利润函数
可以得到:

W = ∫
1
2 2Y+ r·Γ

α －1( )
0

［2·Axf( x) ］dx +

∫
Y1

1
2 2Y+ r·Γ

α －1( )
［( 2AY － Γ) f( x) ］dx +

∫
b

Y
［2·Axf( x) ］dx，

为方便计算，设 λ = r
2 α － 1( )

，

因此，原式可以化为

W = 2A∫
Y+λΓ

0
xf( x) dx + 2AY － Γ( ) ∫

Y

Y+λΓ
f( x) dx +

2A∫
b

Y
xf( x) dx．

令
W
Γ

= 0，解得

A = － 1
2λ

．

( 下转 26 页)
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定义的阅读材料还很缺乏．正如柯朗所言: 遗憾的是有些作

者故弄玄虚，他们不做充分的准备，而只是把这个定义直接

向读者列出，好像作些解释就有损于数学家身份似的［5］．
四、结束语

从其历史过程看，“历经数千年时间，仍然没有 ε－δ 的

影子，那么要让学生短短数十分钟掌握‘ε－δ’语言并不是一

件容易的事情”［11］，因此，极限概念的理解与其他许多数学

概念一样，需要经历特殊到一般、实践与认识的不断反复与

深化．另外，虽然极限形式化的定义是为了摆脱对朴素直观

的依赖，但在学生头脑中的心理表征并非是相应的形式化

定义，所以有必要充分发挥图形图像、数表的教育功能，采

用类比、数形结合、一般化或特殊化等方法，借助信息技术

手段，创设出与形式化定义相一致的精致直观，使学生产生

恰当的概念意象．总之，极限形式化定义是一种普通的静态

定义形式，通过精准施策，学生是可以理解的，多年的教学

实践也表明了这一点．
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于是可以得到: 当 0＜A＜－
1
2λ

时，
W
Γ

＜0，即 W 关于 Γ 是

单调递减的，由于模型的目的是让商家通过返券促销盈利，

此时商家提供返券促销活动没有任何意义．此时不设置任
何返券时，商家的利润达到最大，即 Γ= 0．

当 A≥－ 1
2λ

时，假设消费者的预期消费金额在 0，b[ ] 上

均匀分布，消费者预期消费函数的概率密度为:

f( x) =
1
b

，0＜x＜b，

0，其他，{
利润函数可以化简为:

W = 2A
b ∫

Y+λΓ

0
xdx + 2AY － Γ

b( ) ∫YY+λΓdx + 2A
b ∫

b

Y
xdx

= 1
2

Y2 + 2YrΓ + λ2Γ2( ) + 1
b

2AYrΓ － r2Γ( ) +

A
b

b2 － Y2( )

W
Y

=Y+rΓ+
2ArΓ
b

－2AY
b

= 1+
2A
b( ) rΓ+ 1－

2A
b( ) Y．

因此，对于任意的 Γ＞0，有
W
Y

＞0，即 W 关于 Y 在区间

0，b[ ] 上是单调递增的，因此返券点的最优解为 Y = b，然后

带入利润函数可以得到:

W= 1
2

b2 +2brΓ+λ2Γ2( ) +
1
b

2AbrΓ－r2Γ( ) ，

令
W
Γ

= 0 可以解得

Γ=
－br2

bλ2 +2Abr－r2
．

当 x∈ 0，
－br2

bλ2 +2Abr－r2( ] 时，
W
Γ
≥0，即 W 关于 Γ 是单

调递增的; 当 x∈
－br2

bλ2 +2Abr－r2
，b( ) 时，

W
Γ

＜0，W 关于 Γ 是单

调递减的．因此 W 在 Γ=
－br2

bλ2 +2Abr－r2
时取得最大值．

3 总结

本案例建构的返券销售系统最优策略模型、消费效用

函数和利润函数，有效地帮助学生理解和掌握了高等数学

中的知识点，比如积分和求偏导．可见，在实际教学过程中，

从问题中提炼出需要的数学知识，运用数学建模思想，构造

模型的案例，不仅能够让学生感受到学以致用，也能够体现

出数学的实际意义，对提高学生运用数学建模思想观察问

题、分析问题、解决问题的能力具有积极作用．
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